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Рассматриваются нелинейные уравнения, описывающие распространение длинных волн
на пространственном сдвиговом потоке тяжелой идеальной несжимаемой жидкости со
свободной границей.Методами симметрийного анализа найдена 9-мерная группа преоб-
разований, допускаемая уравнениями движения. С использованием двумерных подгрупп
выписаны более простые интегродифференциальные подмодели, определяющие классы
точных решений, некоторые из них проинтегрированы. Получены новые стационарные
и нестационарные вращательно-симметричные решения с нетривиальным распределе-
нием скорости по глубине.
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Введение. Приближенные модели теории мелкой воды используются при моделиро-
вании волновых процессов в жидкостях, а также при описании крупномасштабных дви-
жений в атмосфере и океане. Математическое обоснование классического (осредненного
по глубине) приближения мелкой воды дано Л. В. Овсянниковым [1]. В меньшей степени
исследована длинноволновая модель, учитывающая сдвиг скорости по глубине, особенно
в пространственном случае. Изучению нелинейных уравнений вихревой мелкой воды для
плоскопараллельных движений посвящены работы [2–7] и др., в которых найдены беско-
нечные серии законов сохранения, построены классы точных решений, сформулированы
условия обобщенной гиперболичности и корректности постановки задачи Коши. В работах
[8, 9] рассмотрены уравнения мелкой воды на пространственном сдвиговом потоке, уста-
новлено существование простых волн, построено обобщение волн Прандтля — Мейера,
сформулированы условия обобщенной гиперболичности стационарных уравнений.

В данной работе проведен теоретико-групповой анализ пространственных уравнений
мелкой воды для сдвиговых течений. Найдена 9-мерная группа допускаемых преобразова-
ний. Установлено, что соответствующая этим преобразованиям алгебра Ли операторов L9

изоморфна алгебре Ли допускаемых операторов для уравнений двумерных изоэнтропиче-
ских движений политропного газа с показателем адиабаты γ = 2, для которой известна
оптимальная система подалгебр [10]. С использованием оптимальной системы подалгебр,
позволяющей классифицировать подмодели, построены и интерпретированы новые классы
точных решений. Получены стационарные вращательно-симметричные решения, описы-
вающие движения с зонами возвратного течения. Найдены устойчивые нестационарные

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований

(код проекта 07-01-00609), Совета по грантам Президента РФ для государственной поддержки ведущих

научных школ (грант № НШ-5245.2006.1) и в рамках Интеграционного проекта СО РАН № 2.15.



42 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2008. Т. 49, N-◦ 5

сдвиговые решения, описывающие процесс растекания (схлопывания) параболической по-
лости.

1. Математическая модель и допускаемые преобразования. Решения системы
дифференциальных уравнений

ut + uux + vuy + wuz + ρ−1px = 0,

vt + uvx + vvy + wvz + ρ−1py = 0, ρ−1pz = −g, (1)

ux + vy + wz = 0 (−∞ < x <∞, −∞ < y <∞, 0 6 z 6 h(t, x, y))

с граничными условиями

z = 0: w = 0, z = h(t, x, y): ht + uhx + vhy = w, p = p0 (2)

описывают нестационарные трехмерные движения идеальной несжимаемой жидкости со

свободной границей над ровным дном в поле силы тяжести в приближении длинных

волн. Модель (1) следует из точных уравнений Эйлера в длинноволновом пределе ε =
H0/L0 → 0, где H0, L0 — характерный вертикальный масштаб и характерная длина вол-
ны. Безразмерные переменные t, x, y, z, u, v, w, p, h соответствуют времени, декартовым
координатам, компонентам вектора скорости, давлению и глубине слоя жидкости; без-
размерные постоянные ρ, g — плотность жидкости и ускорение свободного падения (без
ограничения общности можно считать g = 1). В силу третьего уравнения системы (1)
давление в жидкости гидростатическое и распределено по глубине по закону

p = ρg(h− z) + p0

(учтено динамическое условие на свободной границе), что позволяет исключить давление
из уравнений (1).

Для исследования симметрийных свойств рассматриваемой модели кинематическое

условие на свободной границе целесообразно упростить с помощью замены переменных

z′ =
z

h(t, x, y)
, w′ =

dz′

dt
=

1

h

(
w − z

h
(ht + uhx + vhy)

)
.

В новых переменных система уравнений (1) принимает вид

ut + uux + vuy + w′uz′ + ghx = 0, vt + uvx + vvy + w′vz′ + ghy = 0,

ht + uhx + vhy + h(ux + vy + w′
z′) = 0, hz′ = 0.

(3)

Граничные условия (2) записываются следующим образом:

w′∣∣
z′=0

= 0, w′∣∣
z′=1

= 0. (4)

В систему (3) включено уравнение hz′ = 0, что позволяет считать все искомые функции u
зависящими от всех независимых переменных x.

Согласно общей теории группового анализа [11] определим инфинитезимальный опе-
ратор X и его первое продолжение Y :

X = ξi(x,u) ∂xi + ηj(x,u) ∂uj , Y = X + ζj
i ∂u

j
i

(i, j = 1, . . . , 4).

Здесь

x = (x1, . . . , x4) = (t, x, y, z′), u = (u1, . . . , u4) = (u, v, w′, h),

ζj
i = Diη

j − uj
iDiξ

j , Di =
∂

∂xi
+ uj

i

∂

∂uj

(
uj

i =
∂uj

∂xi

)
,
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по повторяющимся индексам проводится суммирование. Для вычисления группы преобра-
зований, допускаемой системой уравнений (3), подействуем на нее первым продолжением
оператора X и перейдем на множество решений системы (3). В результате получим систе-
му определяющих уравнений для искомых функций ξi(x,u) и ηj(x,u), которая допускает

расщепление по переменным uj
i . Опуская весьма громоздкие промежуточные выкладки,

приведем результат вычисления группы:

ξ1 = a1t
2 + a2t+ a3, ξ2 = a1tx+ b1x+ b2y + b3t+ b4,

ξ3 = a1ty − b2x+ b1y + c1t+ c2, ξ4 = d1z
′ + d2(t, x, y),

η1 = (b1 − a2 − a1t)u+ b2v + a1x+ b3, (5)

η2 = −b2u+ (b1 − a2 − a1t)v + a1y + c1,

η3 = d2xu+ d2yv + d2t + (d1 − a2 − a1t)w
′, η4 = 2(b1 − a2 − a1t)h.

Здесь ai, bi, c1, d1 — постоянные. Потребуем инвариантности граничных условий (4) отно-
сительно найденных преобразований (5), допускаемых уравнениями (3). Легко заметить,
что это требование приводит к следующим ограничениям: d1 = 0, d2 = 0. Таким образом,
система уравнений (3), (4) допускает алгебру Ли операторов L9:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = t ∂x + ∂u,

X4 = t ∂y + ∂v, X5 = −y ∂x + x ∂y − v ∂u + u ∂v,

X6 = x ∂x + y ∂y + u ∂u + v ∂v + 2h ∂h, X7 = ∂t, (6)

X8 = t2 ∂t + tx ∂x + ty ∂y + (x− tu) ∂u + (y − tv) ∂v − 2tw′ ∂w′ − 2th ∂h,

X9 = 2t ∂t + x ∂x + y ∂y − u ∂u − v ∂v − 2w′ ∂w′ − 2h ∂h.

Установлено, что уравнения мелкой воды на пространственном сдвиговом потоке допуска-
ют преобразования переноса по времени и “горизонтальным” пространственным перемен-
ным, галилеевы переносы по x и y, два растяжения, вращение вокруг оси z и нетривиальное
проективное преобразование.

Важным и трудоемким этапом теоретико-группового анализа модели является постро-
ение оптимальной системы подалгебр [12] для найденной алгебры Ли операторов. В данном
случае можно использовать результаты исследований, проведенных в рамках программы
“ПОДМОДЕЛИ” [13], реализуемой в Институте гидродинамики СО РАН. Из приведенной
ниже таблицы коммутаторов следует, что алгебра Ли L9 операторов (6) разлагается в по-
лупрямую сумму радикала J = {X1, X2, X3, X4, X5, X6} и фактора Леви N = {X7, X8, X9}.
При этом алгебра Ли L9 совпадает c алгеброй Ли операторов, допускаемых уравнениями
двумерных изоэнтропических движений политропного газа с γ = 2, для которой в [10] по-
строена оптимальная система подалгебр. Система оптимальна в том смысле, что решения,
получаемые с помощью ее представителей, исчерпывают все возможные инвариантные и
частично инвариантные решения с точностью до замены переменных.

Для построения и анализа точных решений модели длинных волн на пространствен-
ном сдвиговом потоке с использованием найденных симметрий (6) удобно перейти к по-
лулагранжевым координатам (x, y, λ). Этот переход осуществляется заменой “вертикаль-
ной” эйлеровой переменной z = Φ(t, x, y, λ), где функция Φ(t, x, y, λ) есть решение задачи
Коши [3]

Φt + u(t, x, y,Φ)Φx + v(t, x, y,Φ)Φy = w(t, x, y,Φ),

Φ(0, x, y, λ) = λh(0, x, y) (0 6 λ 6 1).
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Коммутаторы L9

Оператор X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9

X1 0 0 0 0 X2 X1 0 X3 X1

X2 0 0 0 0 −X1 X2 0 X4 X2

X3 0 0 0 0 X4 X3 −X1 0 −X3

X4 0 0 0 0 −X3 X4 −X2 0 −X4

X5 −X2 X1 −X4 X3 0 0 0 0 0
X6 −X1 −X2 −X3 −X4 0 0 0 0 0
X7 0 0 X1 X2 0 0 0 X9 2X7

X8 −X3 −X4 0 0 0 0 −X9 0 −2X8

X9 −X1 −X2 X3 X4 0 0 −2X7 2X8 0

Тогда для определения искомых величин u(t, x, y, λ), v(t, x, y, λ) и H(t, x, y, λ) = Φλ полу-
чаем интегродифференциальную систему уравнений [8]

ut + uux + vuy + g

1∫
0

Hx dλ = 0, vt + uvx + vvy + g

1∫
0

Hy dλ = 0,

Ht + (uH)x + (vH)y = 0.

(7)

Замена переменных обратима при выполнении условия Φλ > 0.
Обозначим через X ′

i допускаемые системой (7) операторы, которые соответствуют
преобразованиям Xi, заданным в (6) в эйлеровых координатах. Операторы X ′

i имеют вид

X ′
i = Xi (i = 1, . . . , 5, 7), X ′

6 = x ∂x + y ∂y + u ∂u + v ∂v + 2H ∂H ,

X ′
8 = t2 ∂t + tx ∂x + ty ∂y + (x− tu) ∂u + (y − tv) ∂v − 2tH ∂H ,

X ′
9 = 2t ∂t + x ∂x + y ∂y − u ∂u − v ∂v − 2H ∂H .

Найденные симметрии уравнений мелкой воды для пространственных сдвиговых течений

и построенная в [10] оптимальная система подалгебр, содержащая 179 представителей,
позволяют строить инвариантные и частично инвариантные решения модели. В случае
отсутствия сдвига скорости по глубине (uλ = vλ = 0, H = h) модель (7) сводится к
двумерным уравнениям изоэнтропической газовой динамики для политропного газа с по-
казателем адиабаты γ = 2 и все решения этой модели газовой динамики являются част-
ным классом решений более общей системы уравнений (7). Таким образом, наибольший
интерес представляет получение решений с нетривиальным распределением скорости по

глубине, учитывающих специфику сдвиговых потоков.
2. Вращательно-симметричные подмодели. В работе рассмотрены все подмоде-

ли, построенные по двумерным представителям оптимальной системы подалгебр θL9, в
которых один из базисных операторов является оператором вращения. Имеется пять таких
представителей (всего в оптимальную систему входят 34 двумерные подалгебры). Ниже
приводятся инвариантные вращательно-симметричные подмодели уравнений (7) и пред-
ставления решений с использованием следующих обозначений для полярных координат,
радиальной и окружной компонент вектора скорости:

r =
√
x2 + y2, θ = arctg

y

x
, U =

xu+ yv√
x2 + y2

, V =
xv − yu√
x2 + y2

.



А. А. Чесноков 45

1. Подмодель, построенная по подалгебре (X5, X6):

ϕt + ϕ2 − ψ2 + 2g

1∫
0

η dλ = 0,

ψt + 2ϕψ = 0, ηt + 4ϕη = 0.

(8)

Представление решения:

U = rϕ(t, λ), V = rψ(t, λ), H = r2η(t, λ).

2. Подмодель, построенная по подалгебре (X5, X7):

∂

∂r

(U2

2
+ g

1∫
0

H dλ
)

=
V 2

r
, U

∂ (rV )

∂r
= 0,

∂ (rUH)

∂r
= 0 (9)

(U , V , H — функции переменных r и λ).
3. Подмодель, построенная по подалгебре (X5, X6 +X7):

ζ(ϕ− 1)ϕζ + ϕ2 − ψ2 + g

1∫
0

(2η + ζηζ) dλ = 0,

ζ(ϕ− 1)ψζ + 2ϕψ = 0, ζ(ϕ− 1)ηζ + ζηϕζ + 4ϕη = 0.

Представление решения:

U = rϕ(ζ, λ), V = rψ(ζ, λ), H = r2η(ζ, λ), ζ = r exp (−t).
4. Подмодель, построенная по подалгебре (X5, bX6 +X7 +X8):

(ϕ− bζ)ζϕζ + bζϕ− ψ2 + ζ2 + gζ

1∫
0

ηζ dλ = 0,

(ϕ− bζ)ζψζ + (ϕ+ bζ)ψ = 0, (ϕ− bζ)ζηζ + ηϕζ + (ϕ+ 2bζ)η = 0.

Представление решения:

U =
ϕ(ζ, λ)√
t2 + 1

exp (b arctg t) +
rt

t2 + 1
, V =

ϕ(ζ, λ)√
t2 + 1

exp (b arctg t),

H =
η(ζ, λ)

t2 + 1
exp (2b arctg t), ζ =

r√
t2 + 1

exp (−b arctg t) (b > 0).

5. Подмодель, построенная по подалгебре (X5, bX6 +X9):

(2ϕ− (b+ 1)ζ)ζϕζ + (b− 1)ζϕ− 2ψ2 + 2gζ

1∫
0

ηζ dλ = 0,

(2ϕ−(b+1)ζ)ζψζ +(2ϕ+(b−1)ζ)ψ = 0, (2ϕ−(b+1)ζ)ζηζ +2ζηϕζ +2(b−1)ζη+2ϕη = 0.

Представление решения:

U = ϕ(ζ, λ)t(b−1)/2, V = ψ(ζ, λ)t(b−1)/2,

H = η(ζ, λ)tb−1, ζ = rt(b+1)/2 (b > 0).
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3. Растекание (схлопывание) параболической полости. Получен класс решений
интегродифференциальной подмодели (8), описывающих сдвиговые движения жидкости
при расширении или сужении параболической полости. Реализация режима схлопывания
или растекания жидкости определяется начальным распределением поля скоростей. Уста-
новлено отсутствие комплексных характеристических корней на полученном решении, что
является необходимым условием устойчивости течения.

Вводя функцию

w(t, λ) = exp
( t∫

0

ϕ(t′, λ) dt′
)
,

систему уравнений (8) можно свести к одному интегродифференциальному уравнению вто-
рого порядка

wtt − ψ2
0(λ)w−3 + 2gw

1∫
0

η0(λ)w−4 dλ = 0. (10)

При этом функции ϕ, ψ и η выражаются через w следующим образом:

ϕ = w−1wt, ψ = ψ0(λ)w−2, η = η0(λ)w−4

(ψ0(λ), η0(λ) — произвольные функции). Структура уравнения (10) в случае ψ0(λ) = 0

позволяет искать решение в виде w(t, λ) =
n∑

i=1

ai(λ)bi(t) с произвольно заданными функ-

циями ai(λ) и η0(λ). Тогда для определения функций bi(t) получаем систему обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка

b′′i + 2gbi

1∫
0

η0(λ)
( n∑

i=1

ai(λ)bi(t)
)−4

dλ = 0 (i = 1, . . . , n).

Ниже рассматривается случай n = 2 и приводится аналитическое решение в пара-
метрической форме (в случае n = 1 интегрирование уравнения приводит к решению без
сдвига скорости по глубине). Функции a1(λ) и a2(λ) зададим таким образом, чтобы вы-
полнялись неравенства l(λ) = a2(λ)a−1

1 (λ) > 0 и l′(λ) > 0, при этом η0(λ) = a4
1(λ)l′(λ)/(2g).

Тогда для определения функций b1(t) и b2(t) получаем систему

b′′1 +
b1
3b2

( 1

(b1 + l0b2)3
− 1

(b1 + l1b2)3

)
= 0,

b′′2 +
1

3

( 1

(b1 + l0b2)3
− 1

(b1 + l1b2)3

)
= 0,

(11)

где l0 = l(0); l1 = l(1). Из соотношения b2b
′′
1 − b1b

′′
2 = 0, являющегося следствием уравне-

ний (11), находим интеграл b2b
′
1 − b1b

′
2 = k1 = const. С помощью замены переменных

m(τ) =
b1(t(τ))

b2(t(τ))
, F (τ) =

1

b2(t(τ))
, t′(τ) =

1

F 2(τ)

при использовании указанного выше интеграла уравнения (11) принимают вид

m′(τ) = k1, F ′′(τ) =
F (τ)

3

( 1

(m(τ) + l0)3
− 1

(m(τ) + l1)3

)
.
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Первое уравнение легко интегрируется: m(τ) = k1τ + k2, а второе сводится к уравнению
Риккати

s′ + s2 =
1

3

( 1

(k1τ + k2 + l0)3
− 1

(k1τ + k2 + l1)3

)
, (12)

где s(τ) = F ′(τ)/F (τ). Для получения решения уравнений (11) в параметрическом виде

b1(t) =
k1τ + k2

F (τ)
, b2(t) =

1

F (τ)
,

F (τ) = exp
(
s(0) +

τ∫
0

s(τ ′) dτ ′
)
, t =

τ∫
0

dτ ′

F 2(τ ′)

(ki — произвольные постоянные) необходимо проинтегрировать обыкновенное дифферен-
циальное уравнение первого порядка (12). Получить решение уравнения (12) в явном виде
затруднительно, но легко провести его качественный анализ и численное интегрирование.
Таким образом, построенный класс решений задается формулами

U(t, r, λ) =
b′1(t) + l(λ)b′2(t)

b1(t) + l(λ)b2(t)
r, V (t, r, λ) = 0,

H(t, r, λ) =
l′(λ)r2

2g(b1(t) + l(λ)b2(t))4
,

(13)

где l(λ) — произвольная функция. Уравнение свободной границы

z = h(t, r) =
r2

6gb2(t)

( 1

(b1(t) + l0b2(t))3
− 1

(b1(t) + l1b2(t))3

)
является уравнением эллиптического параболоида (в каждый фиксированный момент вре-
мени). Условие H = Φλ > 0, гарантирующее обратимость замены z = Φ(t, x, y, λ), вы-
полнено. Отметим, что решение (13) является сдвиговым (Uλ 6= 0), если произвольная
постоянная k1 отлична от нуля.

Выясним, какие режимы движения описывает найденное решение. Пусть k1 > 0 и
величины k2 + li > 0 (i = 0, 1). Тогда за бесконечное время происходит растекание парабо-
лической полости и замедление движения потока. Глубина слоя жидкости h и радиальная
компонента скорости U в каждой фиксированной точке стремятся к нулю при t → ∞.
На рис. 1, 2 показано распределение глубины слоя жидкости в зависимости от радиуса
и времени, на рис. 3 приведено распределение радиальной скорости по глубине. Рис. 1–3
получены при следующих параметрах:

k1 = 1, k2 = 0, l(λ) = (λ+ 1)/2. (14)

При таком задании функции l(λ) зависимость между лагранжевой переменной λ и верти-
кальной эйлеровой переменной z имеет вид

λ =
1

b2

( 1

(b1 + b2/2)3
− 6gb2

r2
z
)−1/3

− b1 + b2/2

b2
.

Если k1 < 0 и величины k2 + li > 0 (i = 0, 1), то реализуется режим схлопывания
начальной параболической полости (на каждой окружности r = const > 0 глубина слоя
жидкости неограниченно возрастает со временем). За конечное время t∗ = t(τ∗) парабо-
лическая полость схлопывается (значение τ∗ = −(k2 + l0)/k1 соответствует обращению в

бесконечность правой части уравнения (12)). Если k2 + l1 > 0 и k2 + l0 < 0, то режим
схлопывания реализуется при любом знаке постоянной k1.
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Рис. 1. Зависимость глубины слоя жидкости h от радиуса r:
1 — t = 0; 2 — t = 0,2

Рис. 2. Зависимость глубины слоя жидкости h от времени t при r = 1
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Рис. 3. Распределение радиальной скорости U по глубине при r = 1:
1 — t = 0; 2 — t = 0,2

Проведем анализ устойчивости построенного класса нестационарных вращательно-
симметричных решений. В работе [6] сформулированы необходимые и достаточные усло-
вия гиперболичности интегродифференциальной системы уравнений, описывающих пло-
скопараллельные сдвиговые движения идеальной жидкости. Полученные в [6] результаты
легко переносятся на случай вращательно-симметричных движений, описываемых урав-
нениями

Ut + UUr + g

1∫
0

Hr dλ =
V 2

r
,

Vt + UVr = −UV
r
, Ht + (UH)r = −UH

r
.

(15)

В случае движений с монотонным по глубине профилем скорости (Uλ 6= 0) уравнения (15)
являются обобщенно-гиперболическими при выполнении условий

∆ arg (χ+/χ−) = 0, χ+ 6= 0, (16)
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Рис. 4. Вещественная и мнимая части функции χ̃+ при изменении λ от 0 до 1:
1 — t = 0; 2 — t = 0,2

где

χ±(U(λ)) = 1 +
g

Ω1

1

U1 − U(λ)
− g

Ω0

1

U0 − U(λ)
−

− g

1∫
0

( 1

Ω(ν)

)
ν

dν

U(ν)− U(λ)
∓ πi

Uλ(λ)

( 1

Ω(λ)

)
λ
,

приращение аргумента вычисляется при изменении λ от 0 до 1 и фиксированных значени-
ях t и r; Ω = Uλ/H; индексами 0 и 1 отмечены значения соответствующих функций при
λ = 0 и λ = 1. Условия (16) гарантируют отсутствие комплексных корней уравнения

χ(c) = 1− g

1∫
0

H dλ

(U − c)2
= 0,

определяющего скорости распространения характеристик c(t, r) (имеется непрерывный
спектр характеристических скоростей c = cλ = U и дискретный спектр c = c1 < min

λ
U ,

c = c2 > max
λ

U).

Для проверки условий (16) используем функции χ̃+ = (ϕ1 − ϕ)(ϕ− ϕ0)χ
+, которые в

отличие от χ± не имеют полюсов в точках λ = 0, 1. Заметим, что функции χ±, а значит,
и χ̃± не зависят от переменной r, поэтому выводы об устойчивости течения справедливы
на любом конечном промежутке по r. На рис. 4 показаны вещественная и мнимая ча-
сти функции χ̃+(t, λ) в различные моменты времени при изменении λ от 0 до 1. График
функции χ̃− получается отражением относительно оси абсцисс. Из рис. 4 следует, что
аргумент комплексной функции χ̃+ не получает приращения при изменении λ (отсутству-
ет обход вокруг нуля [14]). Данный анализ выполнен с использованием параметров (14).
Из расчетов, проведенных для решения (13) с другими константами интегрирования ki и

функцией l(λ), следует, что условия (16) выполняются как для режима растекания, так и
для режима схлопывания параболической полости. Таким образом, на рассматриваемом
решении отсутствуют комплексные характеристические корни, что является необходимым
условием устойчивости течения.
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4. Стационарные вращательно-симметричные решения. На основе подхода,
развитого в [5] при исследовании плоскопараллельных течений с критическим слоем, по-
лучен класс точных решений, описывающих пространственные течения с возвратными
зонами.

Интегрирование подмодели (9) приводит к решению

U(r, λ) = ±
√

2C1(λ)− r−2C2
2(λ)− 2gh(r), V (r, λ) = r−1C2(λ),

H(r, λ) =
C3(λ)√

2r2C1(λ)− C2
2(λ)− 2gr2h(r)

,

(17)

где функция h(r) находится из замыкающего соотношения

F (h, r) = h−
1∫

0

C3(λ) dλ√
2r2C1(λ)− C2

2(λ)− 2gr2h(r)
= 0.

Другое решение уравнений (9)

U = 0, V = V (r), h(r) = g−1

r∫
0

r′−1V 2(r′) dr′

описывает течения без сдвига скорости по глубине и далее не рассматривается. Измене-
ние знака в (17) происходит при обращении подкоренного выражения в нуль. Рассмотрим
область течения, где U(r, λ) > 0. В решение (17) входят три произвольные функции Ci(λ).
Выбором лагранжевой координаты λ можно добиться выполнения равенства C3(λ) = 1.
Для упрощения дальнейшего анализа функцию C2(λ) выразим через C1(λ) с использова-

нием формулы C2(λ) =
√
C1(λ)− C1(0), а функцию C1(λ) зададим таким образом, чтобы

выполнялись условия

C ′
1(λ) > 0, 0 < C1(0) < 3(g/2)2/3. (18)

В этом случае неравенство

2(C1(λ)− gh)r2 − C1(λ) + C1(0) > 0

(подкоренное выражение в (17) неотрицательно) выполняется для всех λ ∈ [0, 1], если

r > 1/
√

2, 0 < h < a (a = C1(0)/g).

Рассмотрим функцию F (h, r) на сечениях h = h0, h0 ∈ (0, a). При r → ∞ функция

F (h0, r) стремится к значению h0 > 0, при r → 1/
√

2 — к значению h0− (C1(0)− gh0)
−1/2,

отрицательному в силу условия (18). Кроме того, для всех r ∈ (1/
√

2,∞) производная
Fr(h0, r) > 0. Поэтому на каждом сечении h = h0 уравнение F (h0, r) = 0 имеет единствен-
ный корень.

Исследуем функцию F (h, r) на сечениях r = r0, r0 ∈ (1/
√

2,∞). При h → 0 функция
F (h, r0) стремится к отрицательной величине, при h→ a — к величине

a− 1√
2r20 − 1

1∫
0

dλ√
C1(λ)− C1(0)

,

положительной для достаточно больших значений r0 (интеграл

1∫
0

(C1(λ) − C1(0))−1/2 dλ
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сходится). Так как функция F (h, r0) выпукла вверх (Fhh < 0) и меняет знак на интервале
h ∈ [0, a], при больших значениях r0 уравнение F (h, r0) = 0 имеет один корень.

Найдем корень r = r∗ уравнения F (a, r) = 0. Легко заметить, что

r∗ =

√
b2 + 1

2
>

1√
2

(
b = a

1∫
0

d λ√
C1(λ)− C1(0)

)
.

Поскольку Fhh(h, r∗) < 0, F (0, r∗) < 0, F (a, r∗) = 0 и Fh(h, r∗) → −∞ при h→ a, на интер-
вале (0, a) имеется еще один корень уравнения F (h, r∗) = 0. Таким образом, существует
интервал r0 ∈ (d, r∗), в котором на сечениях r = r0 уравнение F (h, r0) имеет два корня
(d > 1/

√
2 — минимальное значение r, при котором уравнение F (h, d) = 0 имеет корень).

Производная функции h = h(r), заданной неявно уравнением F (h, r) = 0, вычисляется
по формуле h′(r) = Fr/Fh и обращается в бесконечность в точке r = d, где Fh = 0. В
соответствии с определением характеристик для систем уравнений с операторными коэф-
фициентами [6] поверхность r = d является характеристикой, если на рассматриваемом
решении имеет место равенство

Fh = 1− gr2
1∫

0

[2r2(C1(λ)− gh) + C1(0)− C1(λ)]−3/2 dλ
∣∣∣
r=d

= 0.

Таким образом, решение (17) определено при r > d и ограничено характеристикой r = d.
Решение уравнения F (h, r) = 0, соответствующее функциям

C1(λ) = g(λ+ 1), C2(λ) =
√
gλ, C3(λ) = 1, g = 1, (19)

показано на рис. 5. При другом выборе функции C1(λ), удовлетворяющем условиям (18),
качественно график не меняется.

Из сказанного выше следует, что при r > d уравнение F (h, r) = 0 имеет две ветви
решений. Нижняя ветвь h = h1(r) определена для всех r > d; верхняя ветвь h2(r) опре-
делена для r ∈ [d, r∗]. Продолжим решение (17) с функцией h = h2(r) в область r > r∗.
В результате будет построено стационарное решение, описывающее течение с “критиче-
ским” слоем (на некоторой линии в области течения скорость U(r, λ) обращается в нуль).
При r > r∗ уравнение свободной границы z = h2(r) зададим произвольно, потребовав при
этом выполнения следующих условий:

h2(r∗) = a, h′2(r∗) = 0, h2(r) > h1(r). (20)

r
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Рис. 5. Характерный график решения уравнения F (h, r) = 0
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Если при некотором r = r∗ > r∗ выполняется равенство h2(r
∗) = h1(r

∗), то дополнительно
потребуем, чтобы выполнялось равенство h′2(r

∗) = h′1(r
∗). В этом случае при r > r∗

реализуется решение (17) с выбранными выше функциями Ci(λ) и h = h1(r).
При r > r∗ уравнением z = f(r), где

f(r) = h2(r)−
1∫

0

d λ√
2r2(C1(λ)− gh2(r)) + C1(0)− C1(λ)

, (21)

зададим верхнюю границу области возвратного течения, при этом нижняя граница обла-
сти z = 0. В области 0 6 z 6 f(r) построим течение, обладающее следующим свойством:
на некоторой кривой, лежащей в этой области, функция U меняет знак. При r > r∗ ре-
шение во внешней области (от границы области возвратного течения до свободной грани-
цы) определим формулами (17) со знаком “плюс” перед квадратным корнем и функцией
h = h2(r), а в области возвратного течения — формулами

U(r, λ) = ∓
√

2(Q(λ)− gh2(r)), V (r, λ) = 0, H(r, λ) = −(rU)−1. (22)

Здесь Q(λ) — неизвестная функция; знак “минус” берется при 0 6 λ 6 µ, а знак “плюс” —
при µ > λ > 0. Значение µ(r) определяется уравнением Q(µ)− gh2(r) = 0.

Интегрированием функции H по λ от 0 до µ находим высоту линии, на которой U = 0
(эта линия задается уравнением z = f(r)/2). При дальнейшем интегрировании от µ до 0 в
области выше линии U = 0 получим толщину области возвратного течения. Приравнивая
эту величину к известной функции f(r), заданной формулой (21), получим интегральное
уравнение для определения Q(λ):

√
2

r

µ∫
0

d λ√
Q(λ)− gh2(r)

= f(r). (23)

Выполним замену переменных η = gh2(r), s = Q(λ) и введем обозначения

G(η) =
r(η)f(r(η))√

2
, τ(s) = − 1

Q′(λ(s))
.

Тогда уравнение (23) сводится к уравнению Абеля

−
s∫

C1(0)

τ(s)√
s− η

= G(η),

решение которого имеет вид

τ(s) =
1

π

s∫
C1(0)

G′(η)√
η − s

. (24)

Функцию Q(λ) можно найти интегрированием уравнения

τ(Q) dQ+ dλ = 0, Q(0) = C1(0).

Таким образом, решение в области возвратного течения построено и определяется форму-
лами (22).

Приведем пример реализации описанного выше алгоритма для построения решения с

областью возвратного течения. Пусть произвольные функции, входящие в решение (17),
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выбраны согласно (19). В этом случае d ≈ 1,27, r∗ =
√

5/2 ≈ 1,58. В соответствии с (20)
продолжим верхнюю ветвь решения уравнения F (h, r) = 0 (см. рис. 5), задавая функцию
h = h2(r) в интервале r ∈ [r∗, r

∗]:

gh2(r) = 1− α(r − r∗)
2 (α > 0, h2(r

∗) > h1(r
∗)).

Тогда при r > r∗ формируется область возвратного течения с верхней границей

z = f(r) =
1− α(r − r∗)

2

g
− 2

2r2 − 1

(√
2r2(1 + α(r − r∗)2)− 1−

√
α r(r − r∗)

)
.

В области внешнего течения f(r) 6 z 6 h2(r) решение определяется формулами (17) с
заданными выше функциями Ci(λ) и h = h2(r), в области возвратного течения 0 6 z 6
f(r) — формулами (22) с подлежащей определению функцией Q(λ).

Для нахождения Q(λ) необходимо вычислить сингулярный интеграл в правой ча-
сти (24). Несложный анализ показывает, что функция G′(η) представима в виде

G′(η) = W (η)(1− η)−1/2 (0 < s 6 η 6 C1(0) = 1),

где W (η) — непрерывная ограниченная функция. Это представление следует из определе-
ния функции

G(η) = rf(r)/
√

2, r(η) = r∗ +
√

(1− η)/α.

Выделяя особенности и заменяя переменную η = (1 − s)ν + s, преобразуем (24) к более
удобному для численного интегрирования виду

τ(s) = − 1

π

1∫
s

W (η) dη√
(η − s)(1− η)

= − 1

π

1∫
0

W̄ (ν; s) dν√
ν(1− ν)

.

Результаты расчетов, представленные на рис. 6, 7, получены при α = 1/2, r∗ = 2,29.
На рис. 6 показаны свободная граница z = h2(r), граница области возвратного течения
z = f(r), линии тока с указанием направления течения (линии λ = const), линия, на
которой U = 0. Распределения радиальной и окружной скоростей по глубине при r = r∗
(кривая 1) и r = r∗ (кривая 2) показаны на рис. 7. Отметим, что при r > r∗ имеется

r

z

1,61,4 1,8 2,0 2,2
0

0,2

0,8

0,6

0,4

d r*

z=f(r)

z=h2(r)

Рис. 6. Линии тока в стационарном вращательно-симметричном решении с об-
ластью возвратного течения (штриховая линия — U = 0)
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Рис. 7. Распределения радиальной (а) и окружной (б) скоростей по толщине:
1 — r = 1,58; 2 — r = 2,29

возможность продолжить функцию h = h2(r) с выходом на нижнюю ветвь h = h1(r). При
этом область возвратного течения существует на конечном по r интервале.
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