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Разработана математическая модель динамики поведения жидкой капли малого диа-
метра после ее соударения с твердой поверхностью, когда действием вязких сил можно
пренебречь. Модель учитывает влияние адгезионного взаимодействия жидкости с под-
ложкой. Показано, что в зависимости от значений числа Вебера и равновесного краевого
угла возможны три режима движения капли: прилипание без отката, прилипание после
отката и отрыв в конце отката. Определены области существования этих режимов.
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Введение. Соудаpение жидкой капли с твеpдой повеpхностью pассматpивалось во
многих работах при изучении эpозии лопаток гидpавлических и паpовых туpбин, лопа-
стей винтов веpтолетов, обтекателей антенн самолетных pадиолокатоpов и т. п. [1–3].
Дальнейшее развитие pабот в данном напpавлении связано с исследованием процессов

фоpмиpования поpошковых покpытий [4–6], осаждения микрокапель чернил в условиях
струйной печати [7], а также с изучением поведения малых частиц пpипоя, инжектиpуе-
мых на твердую подложку (этот процесс используется для монтажа элементов микpоэлек-
тpоники [8–14]).

В известных математических моделях [8–14], пpедложенных для описания растекания
капли на подложке, адгезионное взаимодействие жидкости с повеpхностью учитывается

весьма приближенно, поэтому полученные pешения недостаточно полно описывают пpо-
цессы расплющивания, отката и отскока частиц от повеpхности подложки с огpаниченной
смачиваемостью.

В данной работе на основе законов сохранения массы и энергии предложено мате-
матическое описание поведения жидкой капли после ее падения на твердую поверхность.
В отличие от известной модели [4] считается, что частица в момент соударения имеет
сферическую форму. Кроме того, учитывается влияние капиллярных и адгезионных эф-
фектов, что позволяет адекватно описывать процессы растекания и отката частицы, а
также условия ее отрыва от подложки.

Математическая модель пpоцесса. Пусть жидкая капля радиусом H0 падает на

твеpдую подложку перпендикулярно ее повеpхности.Жидкость несжимаемая, теплообмен
с окpужающей сpедой и подложкой отсутствует. Предполагается также, что форма рас-
плющивающейся капли (рис. 1,а) симметрична относительно оси z и в момент времени t
может быть представлена в виде сфероидального сегмента HM2hH и торообразного диска

hM2M1ROh с боковой полуокружностью RM1M2R, диаметр которой равен h. Заметим,
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Рис. 1. Расчетная форма капли:
а — при растекании (накате); б — при откате

что в отличие от модели [4] предлагаемая форма капли более адекватна экспериментально
наблюдаемой морфологии частицы на начальной стадии растекания [9, 11].

Поле скоростей внутри частицы зададим следующим образом: внутри сегмента ско-
рость всюду одинакова и характеризуется только вертикальной компонентой v = v(t),
внутри диска — только радиальной компонентой u(r, t), причем

u = − r

2h
v(t), 0 6 r 6 R,

u = − R2

2hr
v(t), R 6 r 6 R +

h

2

(1)

(R — радиус контактного пятна на подложке).
Первое выражение в (1) получено из условия, чтобы при любом ri поток вещества

через поверхность Mri, площадь которой равна 2πrih (0 6 ri 6 R), был равен потоку
через поверхность hM , площадь которой равна πr2

i (рис. 1,а). Второе выражение следует
из решения уравнения неразрывности для несжимаемой жидкости при условии выполнения

на границе r = R первого равенства в (1). При этом v(t) = Ḣ(t) (H(t) — полная высота

частицы; точка означает производную по t).
Для вычисления энергетических величин определим сначала выражения для геометри-

ческих характеристик соответствующих элементов деформированной частицы (рис. 1,а).
Объем Ω1 и поверхность S1 ее сфероидальной части описываются соотношениями

Ω1 = π(H − h)((H − h)2 + 3R2)/6, S1 = π((H − h)2 + R2), (2)

а тороидальной — соотношениями

Ω2 = πh(R2 + πRh/4 + h2/6), S2 = πh(πR + h). (3)

Предполагается также, что параметры h и H связаны соотношением

h = H(1−H/H0)
n, (4)

гдеH0 — начальный диаметр капли; n — константа, подбираемая для обеспечения наилуч-
шего согласия с экспериментом. Из условия постоянства объема капли Ω1 + Ω2 = πH3

0/6,
где выражения для Ω1 и Ω2 следуют из (2), (3), получим зависимость R(H) в виде

R = h

√
Y 2 −

H3 −H3
0

3h2(H + h)
+

H

h

H − h

H + h
− Y,

где Y = (π/4)[h/(H + h)]; величина h определяется по формуле (4).
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Потенциальная энергия системы капля — подложка находится из соотношения

P = (S1 + S2)σ12 + πR2(σ13 − σ23)− πH2
0σ12,

где σ12, σ13, σ23 — поверхностные натяжения на границах жидкость — газ, жидкость —
подложка и подложка — газ соответственно. Здесь потенциальная энергия начального
состояния P0 = πH2

0σ12, соответствующего моменту касания каплей подложки, принята в
качестве начала отсчета. Полную кинетическую энергию капли K определим, интегрируя

ее элементарные значения по каждому из указанных выше объемов Ωi: K =
ρ

2

∑
i

∫
v2
i dΩi,

где ρ — плотность жидкости.
Перейдем к безразмерным величинам, выбрав в качестве масштабов значения H0, v0,

K0 = πH3
0ρv2

0/12. После соответствующих преобразований для безразмерных функций

K̄ = K/K0 и P̄ = P/K0 получим следующие выражения:

K̄ = v2(1− h3F (z)), P̄ = 12[(H̄ − h̄)2 + h̄2(G(z)− z2 cos θ)− 1]/ We, (5)

гдеH = H/H0; z = R/h; h̄ = h/H0; v̄ = v/v0; v0 — скорость соударения капли с подложкой;
θ — равновесный краевой угол; We — число Вебера; G(z) = 1 + πz + z2; F (z) = G(z) −
3z4I(z);

I(z) =


(4z2 − 1)1/2 arctg

√
2z − 1

2z + 2
− 1 + πz, 2z > 1,

(1− 4z2)1/2 ln
∣∣∣√1− 2z +

√
1 + 2z√

1− 2z −
√

1 + 2z

∣∣∣− 1 + πz, 2z 6 1.

(6)

При растекании (накате) капли происходит увеличение поверхностной энергии капли,
выделение тепла Q за счет работы сил адгезии (A = 2πR2σ12(1+cos θ)) и диссипация этого
тепла (за исключением случая cos θ = −1, когда A = 0). Закон сохранения энергии в этот
период имеет вид

K̄ + P̄ + Q̄ = 1. (7)

Далее черта над безразмерными величинами опущена. Поскольку скорость растекания
капли при накате значительно превышает скорость естественного расплывания капли по

подложке под действием молекулярных сил, бо́льшая часть работы адгезии в стадии на-
ката обращается в тепло. Поэтому, полагая Q̄ = Ā, где

Ā = 12R̄2(1 + cos θ)/ We, (8)

и подставляя выражения (5), (6), (8) в (7), после соответствующих преобразований полу-
чим дифференциальное уравнение, описывающее стадию наката:

(1− h3F (z))Ḣ = 1− 12((H − h)2 + h2G(z) + R2 − 1)/ We, R = zh.

Здесь учтено, что v = Ḣ; точка означает производную по параметру τ = tv0/H0. Для
решения этого уравнения используются уравнения (3), (4) и начальное условие H(0) = 1.
Уравнение справедливо до максимального растекания капли, которое достигается в мо-
мент времени τ = τ∗, определяемый равенством K(τ∗) = 0.

Таким образом, кинетика рассматриваемого процесса растекания зависит только от
числа Вебера We. В частности, параметры максимального растекания (время τ∗, радиус
контактного круга R∗ и высотаH∗) зависят только от числа Вебера, при этом величина R∗
удовлетворительно аппроксимируется формулой

R∗ =
√

(w − 1/w2)/3, w = 1 + 0,15 We . (9)
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В процессе обратного движения капли (отката) естественной является форма сфери-
ческого сегмента (рис. 1,б), которую капля принимает после окончания растекания. Этот
процесс перехода формы, показанной на рис. 1,а, в форму, представленную на рис. 1,б,
обусловлен стремлением к выравниванию лапласовского давления и минимизации площа-
ди поверхности капли и, по-видимому, происходит настолько быстро, что затрачиваемое
время можно не учитывать. Изменение формы происходит при постоянном радиусе кон-
тактного пятна R∗ и сохранении объема капли. В результате новая высота капли H∗∗
определяется уравнением

H∗∗(H
2
∗∗ + 3R2

∗) = 1. (10)

При трансформации некоторая часть потенциальной энергии капли диссипирует из-за
уменьшения площади ее поверхности. После трансформации потенциальная энергия может
быть определена как

P∗∗ = 12(H2
∗∗ + R2

∗(1− cos θ)− 1)/ We . (11)

Распределение компонент скорости течения жидкости внутри сегмента на стадии от-
ката примем в виде

v = zḢ/H, u = −rḢ/(2H), (12)

что обеспечивает выполнение уравнения непрерывности. Кинетическая энергия вычис-
ляется интегрированием по объему сегмента плотности кинетической энергии, равной
ρ(v2 + u2)/2. Потенциальная энергия определяется выражением

P = 12(H2 + R2(1− cos θ)− 1)/ We . (13)

Работа отделения капли от подложки, равная работе адгезии, совершается за счет энергии
капли, поэтому закон сохранения энергии имеет вид

K + P = P∗∗. (14)

Интегрируя по объему сегмента плотность кинетической энергии с учетом (12) и под-
ставляя полученное выражение и соотношение (13) в (14), получим дифференциальное
уравнение, описывающее стадию отката:

Ḣ2ϕ(H) + 12(H2 + R2(1− cos θ)− 1)/ We = P∗∗, (15)

где ϕ(H) = (13/90)H3 + 11/36 + (1/36)H−3; величина P∗∗ определяется формулами (10),
(11). Уравнение (15) решается при начальном условии H(0) = H∗∗.

Анализ результатов. Как показали результаты численного исследования, поведе-
ние капли на подложке после максимального растекания жидкости существенно зависит

от числа Вебера и равновесного краевого угла смачивания θ. При этом возможны три

режима движения капли: прилипание без отката, прилипание после отката, отрыв в кон-
це отката. Определены области существования этих режимов (рис. 2). При значениях
We, θ, соответствующих линии 1 (линии “покоя”), капля после максимального растекания
принимает термодинамически равновесную форму. Угол при ее основании после транс-
формации равен равновесному краевому углу, и после растекания отката не наблюдается.
Ниже этой линии откат также отсутствует, но угол при основании трансформировавшейся
капли отличается от равновесного. Выше линии 1 на незначительном удалении от нее от-
кат происходит с малой скоростью. Последняя возрастает с приближением фигуративной
точки (We, θ) к линии 2, выше которой имеет место отрыв капли от подложки со скоро-
стью, возрастающей по мере удаления от этой линии. Откат с последующим прилипанием
наблюдается, если точка (We, θ) находится между линиями 1 и 2.
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Рис. 2. Области движения капель на подложке:
I — прилипание без отката; II — прилипание после отката; III — отрыв после отката; 1 — линия

“покоя”; 2 — линия отрыва; точки — экспериментальные данные [11]

Рис. 3. Изменение относительных значений высоты H̄ (1) и диаметра контактного пят-
на D̄ (2) при растекании и откате капли с последующим ее прилипанием к подложке при
We = 15, θ = 45◦
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Рис. 4. Зависимость относительных значений
диаметра контактного пятна (1, 3, 4) и высо-
ты жидкой частицы (2) от числа Вебера:
1, 2 — численный расчет; 3 — экспериментальные

данные [13]; 4 — расчет по формуле (9)

В работе [12] экспериментально установлено, что при We = 0,7 капля ртути при
соударении со стеклянной подложкой (θ = 123◦) после растекания откатывается назад с
последующим прилипанием, а при We = 1,2 она отскакивает от подложки в конце отката.
Этим значениям We и θ соответствуют точки на рис. 2. Видно, что они расположены
вблизи границ 1 и 2 соответствующих областей.

На рис. 3 показана динамика поведения капли на подложке. При достижении полного
растекания в момент времени τ = 1,64 происходит быстрое изменение формы капли, после
чего при заданных значенияхWe = 15 и θ = 45◦ наступает стадия отката, завершающаяся
прилипанием капли к подложке.

На рис. 4 сплошными линиями представлены расчетные зависимости параметров рас-
текания капли от числа Вебера. Точки 3 соответствуют экспериментальным значениям
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диаметра максимального растекания капель воды и водных растворов натриевой соды

по стальной подложке при различных числах Вебера [13], точки 4 — результаты расче-
тов по приближенной формуле (9). Бо́льшие значения диаметра контактного пятна при
максимальном растекании, полученные в расчете, вероятно, обусловлены неучетом в ма-
тематической модели вязкости жидкой среды. Принимая во внимание экспериментальные
погрешности, а также принятые допущения при построении математической модели, со-
гласие результатов расчета и эксперимента можно считать удовлетворительным.

Предложенная модель может быть использована для быстрой оценки параметров рас-
сматриваемого процесса, поскольку время расчета одного варианта на IBM-482 составляет
порядка 1 мин.
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