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Рассматриваются материалы с регулярной структурой, имеющие квазихрупкий или
квазивязкий тип разрушения, в случае когда характерный линейный размер структур-
ного элемента известен. С помощью подхода Нейбера — Новожилова построены необ-
ходимые и достаточные критерии разрушения. Предложена модифицированная модель
Леонова— Панасюка— Дагдейла для трещины нормального отрыва, когда поперечник
зоны предразрушения совпадает с поперечником зоны пластичности. Для критических
параметров квазихрупкого разрушения (растягивающих напряжений, длин зон предраз-
рушения, коэффициентов интенсивности напряжений) получены соотношения, позволя-
ющие рассматривать процесс разрушения материала в случае, когда длина трещины
пренебрежимо мала по сравнению с характерным линейным размером структурного
элемента. В широком диапазоне длин трещин рассмотрена диаграмма разрушения, по-
лученная с использованием критических напряжений, вычисленных по необходимому
и достаточному критериям. Методом конечных элементов решена упругопластическая
задача о растяжении пластины с центральной трещиной. Определены размеры и форма
пластической зоны в окрестности вершины трещины при различных уровнях нагру-
жения, соответствующих квазихрупкому и квазивязкому типам разрушения. Проведен
анализ полученных результатов, позволивший оценить поперечник зоны предразруше-
ния и критическую величину раскрытия трещины.

Ключевые слова: квазихрупкий и квазивязкий типы разрушения, необходимый и до-
статочный критерии, зона предразрушения.

Введение. В настоящее время возрос интерес как к многомасштабному расчету, так и
к многомасштабному конструированию материалов [1–3]. Подробное описание многомас-
штабного процесса разрушения приведено в работе [3]. Согласно модели [3] в окрестно-
сти вершины исходной макротрещины имеется две зоны предразрушения на мезо- и мик-
роуровнях структуры материала, причем на микроуровне рассматривается микровырез,
примыкающий к вершине фиктивной трещины. В [3] отмечена возможность возникнове-
ния ошибок в расчетах вследствие наличия дополнительных параметров, характеризую-
щих длины зон предразрушения и величины раскрытия трещин на каждом структурном

уровне. Любая реалистичная модель повреждений должна учитывать многомасштабность
и изменения геометрии, условий нагружения и свойств материала [3. С. 26].

Необходимые многомасштабные критерии разрушения для хрупких сред получены в

работах [4, 5], при этом использовались только исходные длины трещин. В [6–8] предложе-
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ны улучшенные достаточные критерии разрушения для одного из структурных уровней.
Эти критерии построены в рамках модифицированной модели Леонова — Панасюка —
Дагдейла [9, 10]. Следует отметить, что в работах [4–8] используется подход Нейбера —
Новожилова [11, 12] для структурированных материалов. По сути, модификация модели
Леонова— Панасюка— Дагдейла заключается в том, что в отличие от классической моде-
ли для зоны предразрушения помимо длины введен поперечник. Наличие дополнительного
параметра позволяет оценить разрушение структуры материала в зоне предразрушения,
расположенной вблизи средней линии реальной трещины, с использованием информации
о параметрах стандартной (σ − ε)-диаграммы материала [7]. Построенные достаточные
критерии [6–8] допускают предельный переход к необходимым критериям, когда длина
зоны предразрушения стремится к нулю.

Использование подхода Нейбера — Новожилова [11, 12] позволяет расширить класс
решений для сред со структурой. В соответствии с терминологией В. В. Новожилова изу-
чаемые в данной работе критерии разрушения называются достаточными. Бесконечные
напряжения в вершине фиктивной трещины, не допускаемые континуальным критерием
разрушения, не противоречат дискретным критериям разрушения, если сингулярная со-
ставляющая решения имеет интегрируемую особенность. Обоснование подхода Нейбера—
Новожилова при формулировке критериев приведено в [13].

Так как ниже рассматриваются материалы с иерархией структур и определяются

критические параметры разрушения в широком диапазоне характерных линейных разме-
ров, то следует ввести понятие критических расстояний для трещин [14, 15]. Под крити-
ческим расстоянием в [14, 15] понимается характерный диаметр регулярной структуры
материала.

1. Структура материала и предлагаемая модель. Рассматриваются материалы
с регулярной структурой, которые имеют квазихрупкий или квазивязкий тип разрушения,
причем характерный линейный размер r0 структурного элемента (например, диаметр зер-
на) известен. Используем модифицированную [6, 7] модель Леонова — Панасюка — Даг-
дейла [9, 10], в которую введены параметры классической (σ − ε)-диаграммы деформи-
рования материала. Простейшая аппроксимация этой диаграммы представлена на рис. 1
(σm — теоретическая (идеальная) прочность материала на растяжение; ε0 — максималь-
ное упругое удлинение; ε1 — максимальное удлинение структурного элемента). Таким
образом, величина ε1 − ε0 представляет собой неупругое удлинение структурного элемен-
та. В классической модели Леонова — Панасюка — Дагдейла напряжения σm совпадают

со сжимающими напряжениями, действующими на продолжении реальной трещины в зоне
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Рис. 1. Простейшая аппроксимация (σ−ε)-диаграммы деформирования материала
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предразрушения. Для обычных конструкционных сталей напряжения σm равны пределу

текучести.
Предположим, что внутренняя острая трещина нормального отрыва длиной 2l0 рас-

пространяется прямолинейно в структурно-неоднородном материале. Пусть на бесконеч-
ности заданы растягивающие напряжения σ∞, действующие по нормали к плоскости тре-
щины. Помимо реальной внутренней прямолинейной трещины-разреза длиной 2l0 введем в
рассмотрение фиктивную трещину-разрез длиной 2l = 2l0 +2∆ (∆ — длина зоны предраз-
рушения, расположенной на продолжении реальной трещины).Полная постановка задачи о
распределении напряжений и смещений трещины нормального отрыва для упругопласти-
ческих материалов рассматривается в нелинейной механике разрушения. Эту нелинейную
задачу можно существенно упростить, используя классические представления линейной
механики разрушения, когда фиктивная трещина нормального отрыва моделируется дву-
сторонним разрезом, а нелинейность задачи возникает только при описании зоны предраз-
рушения. Напомним, что согласно классической модели Леонова— Панасюка— Дагдейла

[9, 10] пластический материал в зоне предразрушения стягивает берега трещины, причем
ее поперечник равен нулю.

В модели Леонова — Панасюка — Дагдейла [9, 10] поле нормальных напряжений
σy(x, 0) на продолжении фиктивной трещины можно представить в виде суммы двух слага-
емых (начало декартовой системы координат Oxy находится в правой вершине фиктивной
трещины):

σy(x, 0) = KI/(2πx)1/2 + O(1), KI = KI∞ + KI∆, KI∞ > 0, KI∆ < 0. (1)

Здесь KI = KI(l, ∆) — суммарный коэффициент интенсивности напряжений в вершине

фиктивной трещины; KI∞ — коэффициент интенсивности напряжений, обусловленный
напряжениями σ∞, заданными на бесконечности; KI∆ — коэффициент интенсивности на-
пряжений, обусловленный постоянными напряжениями σm, действующими в зоне предраз-
рушения. Первое и второе слагаемые в соотношении (1) — сингулярная и гладкая части

решения соответственно.
При описании зоны предразрушения можно исследовать три класса решений [6, 7]:

KI > 0; (2)

KI = 0; (3)

KI < 0. (4)

Подход Нейбера — Новожилова [11, 12] позволяет использовать первый класс реше-
ний (2) для сред со структурой, поскольку бесконечные напряжения в вершине фиктивной
трещины (1), не допускаемые континуальными критериями прочности, не противоречат
дискретным критериям, если сингулярная составляющая решения имеет интегрируемую
особенность. Второй класс решений (3) для сред со структурой соответствует классиче-
ской модели Леонова— Панасюка— Дагдейла [9, 10]. Третий класс решений (4) в рассмат-
риваемой модели не соответствует какому-либо реальному физическому объекту. Однако
желательно учитывать этот класс решений, так как возможны другие постановки задач
и модели разрушения тел с трещиноподобными дефектами при сжатии. Например, в ра-
ботах [16, 17] рассматриваются проблемы разрушения деформируемых тел со структурой
при интенсивном сжатии, когда возникающие расслоения ориентированы вдоль главных
сжимающих напряжений. Возникающие при сжатии структуры разрушения [16, 17] су-
щественно отличаются от рассматриваемой в данной работе модели движения вершины

трещины, так как соотношения (2), (3) соответствуют первой моде разрушения. Соотноше-
ние (4), описывающее третий класс решений, можно использовать для трещин сжатия [16].
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Рис. 2. Взаимосвязь между точками 1–4 на (σ−ε)-диаграмме и точками 1 ′–4 ′ в
зоне предразрушения

Зона предразрушения представляет собой прямоугольник со сторонами ∆, a, причем
длина зоны предразрушения ∆ определяется в процессе решения задачи о разрушении,
а поперечник a этой зоны целесообразно отождествить с поперечником зоны пластичности.
В соответствии с предлагаемой модификацией модели Леонова — Панасюка — Дагдейла

следует различать вершины реальной и фиктивной трещин.
На рис. 2 приведена схема, качественно поясняющая взаимосвязь между точками 1, 2,

3, 4 на (σ− ε)-диаграмме и точками 1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′ в зоне предразрушения, расположенными
на продолжении реальной трещины слева от нее. Вне зоны предразрушения материал де-
формируется упруго, на границе этой зоны он начинает деформироваться неупруго, при
этом точки зоны предразрушения находятся в области неупругого деформирования ма-
териала. На продолжении фиктивной трещины реализуется одноосное растяжение (см.
[18. С. 30–31]). В докритическом состоянии материал в вершине реальной трещины име-
ет удлинение ε < ε1, а в критическом состоянии его удлинение совпадает с критическим
удлинением, т. е. в точке 4 на рис. 2 ε = ε1.

2. Дискретно-интегральный критерий разрушения. Для трещины нормального
отрыва достаточный дискретно-интегральный критерий разрушения [12] имеет вид

1

r0

r0∫
0

σy(x, 0) dx 6 σm, x > 0; (5)

2v(x, 0) 6 δ∗m, −∆ 6 x < 0. (6)

Здесь σy(x, 0) — нормальные напряжения на продолжении трещины; Oxy — прямоуголь-
ная система координат (рис. 3), ориентированная относительно правой вершины трещины
(начало системы координат совпадает с вершиной фиктивной трещины в модели Лео-
нова — Панасюка — Дагдейла [9, 10]); r0 — характерный линейный размер элемента

структуры материала, соизмеримый с диаметром зерна; 2v(x, 0) — величина раскрытия

трещины; 2v∗(−∆∗, 0) = δ∗m — критическая величина раскрытия трещины.
Для того чтобы использовать достаточный дискретно-интегральный критерий (5),

(6), нужно знать аналитические выражения для нормальных напряжений σy(x, 0) на про-
должении трещины и для величины раскрытия трещины 2v(x, 0).
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Рис. 3. Прямоугольная зона предразрушения перед правой вершиной трещины

Определим напряжения σy(x, 0) на продолжении внутренней трещины. В структурно-
неоднородном материале имеется сингулярная часть решения, которая в соотношении (1)
определяется по заданным напряжениям σ∞. Для каждой длины 2l = 2l0 + 2∆ фиктив-
ной трещины коэффициент интенсивности напряжений KI∞, обусловленный напряжения-
ми σ∞, вычисляется по формуле

KI∞ = σ∞
√

πl. (7)

Рассмотрим случай квазихрупкого разрушения, когда длина зоны предразрушения ∆ су-
щественно меньше длины исходной трещины l0:

∆ � l0. (8)

С учетом неравенства (8) из соотношения (7) с точностью до величин высшего порядка
малости получаем

KI∞ ≈ σ∞
√

πl0. (9)

Поскольку далее рассматривается первый класс решений (2), используем следующие
представления нормальных напряжений (1) на продолжении трещины σy(x, 0), обуслов-
ленных напряжениями σ∞:

σy(x, 0) =
σ∞(x + l0)√
(x + l0)2 − l20

, ∆ ≡ 0; (10)

σy(x, 0) =
KI∞√
2πx

+ σ∞ +
KI∆√
2πx

, KI∞ = σ∞
√

πl. (11)

Соотношение (10) является точным решением упругой задачи при∆ ≡ 0, соотношение (11)
представляет собой сконструированную аппроксимацию решения, которая имеет ту же
особенность, что и асимптотическое (1) и точное (10) решения при x → 0, и совпадает с
точным решением (10) в предельном случае при x →∞, когда σ∞ = const.

Приведем выражения для коэффициента интенсивности напряжений KI∆ в соотноше-
нии (11), обусловленного постоянными напряжениями σm, действующими в зоне предраз-
рушения в соответствии с модифицированной моделью Леонова — Панасюка — Дагдейла.
Эти выражения взяты из справочника [19]:

KI∆ = −σm

√
πl

[
1− 2

π
arcsin

(
1− ∆

l

)]
≈ −σm

√
πl0

[
1− 2

π
arcsin

(
1− ∆

l0

)]
; (12)

σy∆(x, 0) =
KI∆√
2πx

.
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Постоянные напряжения σm, стягивающие противоположные берега двустороннего разре-
за, не порождают гладкую составляющую решения в (11), поскольку являются самоурав-
новешенными. Таким образом, распределение нормальных напряжений на продолжении
трещины можно представить в виде

σy(x, 0) = σy∞(x, 0) + σy∆(x, 0), (13)

где σy∞(x, 0) = KI∞/
√

2πx + σ∞. В случае квазихрупкого разрушения ∆/l � 1 с точно-
стью до величин высшего порядка малости для второго слагаемого в квадратных скобках

соотношения (12) имеем простое представление

arcsin
(
1− ∆

l

)
≈ π

2
−

√
2∆

l
. (14)

Определим величину раскрытия трещины 2v = 2v(x, 0). В работах [6, 7] предложена
модифицированная модель Леонова — Панасюка — Дагдейла [9, 10], в которой вводит-
ся параметр, характеризующий поперечник зоны предразрушения. В модифицированной
модели рассматривается двулистность решения (см. рис. 3). На всей плоскости с дву-
сторонним разрезом определено решение, удовлетворяющее уравнениям линейной меха-
ники разрушения. Только в зоне предразрушения, представляющей собой прямоугольник
со сторонами ∆, a, определено решение, удовлетворяющее уравнениям нелинейной меха-
ники разрушения. Вершинами этого прямоугольника являются A+(−∆, a/2), B+(0, a/2),
A−(−∆,−a/2), B−(0,−a/2). Условия склейки решений по нормальным напряжениям σ+

y ,

σ−y и смещениям v+, v− имеют следующий вид (знаки “плюс” и “минус” соответствуют
верхнему и нижнему берегам разреза и верхней и нижней сторонам прямоугольника):

σ+
y

∣∣
−∆+O+ = σ+

y

∣∣
A+B+ , σ−y

∣∣
−∆−O− = σ−y

∣∣
A−B− ,

∣∣σ+
y

∣∣
−∆+O+

∣∣ =
∣∣σ−y ∣∣

−∆−O−
∣∣ = σm,

v+
∣∣
−∆+O+ = v+

∣∣
A+B+ , v−

∣∣
−∆−O− = v−

∣∣
A−B− .

Иными словами, как и в классической модели, к берегам разреза в зоне предразрушения
приложены равные по абсолютной величине и противоположно направленные напряже-
ния σ+

y

∣∣
−∆+O+ , σ−y

∣∣
−∆−O− , что соответствует участку 1–4 (σ − ε)-диаграммы на рис. 2.

В зоне предразрушения в окрестности вершины реальной трещины можно рассматривать

растяжение пучка волокон, так как фиктивная трещина раскрывается по параболе. В пред-
лагаемой модели в зоне предразрушения реализуется одноосное напряженное состояние.
Толщины этих волокон совпадают с характерным линейным размером r0 структурного

элемента.
Отождествим поперечник зоны предразрушения с поперечником зоны пластичности

при плоском напряженном состоянии в вершине реальной трещины [7]:

a =
5

4π

(KI∞
σm

)2
.

Параметр максимального неупругого удлинения ε1 − ε0 определяется на основе (σ − ε)-
диаграммы (см. рис. 1). Тогда критическая величина раскрытия трещины δm, при которой
разрушается ближайшее к центру трещины волокно в зоне предразрушения, вычисляется
по формуле

δ∗m = (ε1 − ε0)a. (15)

Для определения величины раскрытия 2v(x, 0) (x < 0) фиктивной трещины в (6) исполь-
зуется простейшее представление [18]

2v(x, 0) =
κ + 1

G
KI

√
|x|
2π

+ O(|x|), x < 0, KI > 0, κ =
3− ν

1 + ν
, (16)
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в котором опущены второстепенные слагаемые порядка O(|x|). Здесь ν — коэффициент

Пуассона; G — модуль сдвига. Выражение (16) записано для случая плоского напряжен-
ного состояния.

При выполнении преобразований в равенствах (5), (6) с использованием соотношений

(11)–(16) удерживаются члены с множителями
√

∆/l и опускаются члены с множителя-
ми ∆/l � 1. В результате для критических напряжений σ∗∞ и критической длины зоны

предразрушения ∆∗ для квазихрупких материалов получаем аналитические выражения

σ∗∞
σm

=
[
1 +

(
1− 5

8π

ε1 − ε0

ε0

)√
2l∗

r0

]−1
; (17)

∆∗ =
52

29

(ε1 − ε0

ε0

)2(σ∗∞
σm

)2
l∗. (18)

Здесь 2l∗ = 2l0 +2∆∗ — критическая длина трещины. Выражение (17) имеет смысл, если

1− 5

8π

ε1 − ε0

ε0
> 0. (19)

Неравенство (19) представляет собой ограничение, которое выполняется только для хруп-
ких и квазихрупких материалов, например керамик и высокопрочных сплавов. При этом
ограничении существует первый класс решений (2), в случае если в асимптотическом
представлении решения (16) опущены второстепенные слагаемые порядка O(|x|). Из нера-
венства (19) следует, что неупругое удлинение ε1 − ε0 материала не должно превышать

5ε0. Если в соотношении (19) знак неравенства заменить на знак равенства, то получим
ограничение, при котором существует второй класс решений (3). Если в соотношении (19)
заменить знак неравенства на противоположный знак, то реализуется третий класс реше-
ний (4), в котором взаимно перекрываются берега трещины нормального отрыва.

В соотношениях (17), (18) возможен предельный переход при ε1/ε0 → 1, что позволяет
рассматривать разрушение хрупких материалов (в этих материалах зона предразрушения
отсутствует: ∆ = 0). С использованием необходимого критерия разрушения (5) в случае
хрупкого разрушения критические напряжения σ0

∞ вычисляются по формуле

σ0
∞

σm
=

(
1 +

2l0
r0

)−1/2
, (20)

или

σ0
∞

σm
=

(
1 +

√
2l0
r0

)−1
. (21)

Аналитические выражения (20), (21) для σ0
∞ соответствуют представлениям нормальных

напряжений на продолжении трещины (10), (11). Аналитические представления критиче-
ских напряжений σ0

∞ (20), (21) зависят от двух параметров: исходной длины трещины 2l0
и характерного линейного размера элемента структуры r0. В соотношении (17) крити-
ческие напряжения σ∗∞, полученные с использованием достаточного критерия разруше-
ния (5), (6), зависят от двух указанных параметров, а также от величины (ε1 − ε0)/ε0,
характеризующей отношение неупругих и упругих относительных удлинений материала.

Поскольку при наличии трещин представления решений (10), (11) содержат сингу-
лярную и гладкую части решений, следует получить оценки аналитических выражений
для критических параметров σ∗∞(l∗), σ0

∞(l0) при l0 → 0, l0 →∞ соответственно из (17) и
(20), (21). Эти оценки имеют вид

lim
l0→0

σ∗∞ = lim
l0→0

σ0
∞ = σm; (22)
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l0 →∞: σ0
∞ ∼

√
r0

2l0
σm; (23)

l0 →∞: σ∗∞ ∼
(
1− 5

8π

ε1 − ε0

ε0

)−1
√

r0

2l0
σm. (24)

Согласно достаточному и необходимому критериям разрушения (22) в случае отсутствия
трещины (l0 → 0) прочность материала прямо пропорциональна напряжениям σm. При
использовании необходимого критерия разрушения (23) для длинных трещин (l0 → ∞)
прочность материала прямо пропорциональна напряжениям σm и обратно пропорциональ-
на квадратному корню из относительной длины трещины 2l0/r0 в структурированном

материале. В достаточном критерии разрушения (24), в отличие от необходимого крите-
рия (23) для длинных трещин (l0 → ∞), имеется множитель, зависящий от свойств ма-
териала в зоне предразрушения при неупругом деформировании. Полученные предельные
соотношения и оценки (22)–(24) позволяют утверждать, что кривые разрушения, соответ-
ствующие необходимому (20), (21) и достаточному (17) критериям, обладают некоторой
универсальностью при описании процесса разрушения.

Результаты расчетов критических напряжений σ0
∞ при хрупком разрушении приве-

дены на рис. 4 в двойных логарифмических координатах. Максимальное различие кри-
вых 1, 2, имеющее место при 2l0/r0 ≈ 1, составляет около 40 %. В расчетах предпочтитель-
но использовать более точное соотношение (20), поскольку представление решений (10)
содержит не только сингулярную часть решения, но и высшие члены разложения [15].
Очевидно, что при одной и той же длине трещины l0 σ∗∞(l∗) > σ0

∞(l0).
Рассмотрим поведение нелинейной системы при σ∞ < σ0

∞, что соответствует неравен-
ству в необходимом критерии (5). При таком слабом нагружении в рамках предлагаемой
модели нелинейные эффекты не проявляются, исходная длина трещины 2l0 не меняется.

В случае если в достаточном критерии (5), (6) в первом соотношении (5) использу-
ется равенство, а во втором соотношении (6) — неравенство, имеет место докритическое
состояние системы. Рассмотрим случай постепенного догружения в интервале нагрузок
σ0
∞ < σ∞ < σ∗∞, при котором имеет место устойчивое увеличение длины фиктивной тре-
щины, когда 0 < ∆ < ∆∗ и 2l = 2l0 + 2∆. Первое соотношение в достаточном критерии
(5), (6) определяет движение вершины фиктивной трещины.

2l0/r010-110-2 1 10 102 103

0,05

0,10

0,20

0,50

1,00

1

2

s1/sm0

Рис. 4. Критические напряжения σ0
∞ при хрупком разрушении, вычисленные

по необходимому критерию разрушения:
1 — расчет по формуле (20); 2 — расчет по формуле (21)
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2l*/r0, 2l0/r0

s1/sm, s1/sm0*
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Рис. 5. Оценочная диаграмма разрушения:
I — область стабильного состояния трещины, II — область устойчивого роста тре-
щины, III — область катастрофического распространения трещины; 1 — зависимость

σ0
∞/σm от 2l0/r0, полученная по необходимому критерию (21), 2 — зависимость σ∗∞/σm

от 2l∗/r0, полученная по достаточному критерию (17) при ε1/ε0 = 1 + 4π/5

Если в соотношениях (5), (6) реализуются равенства, то система переходит в кри-
тическое состояние. Ближайшая к вершине трещины структура разрушается, поскольку
∆ = ∆∗ и 2l∗ = 2l0 +2∆∗. При σ∞ = σ∗∞ неустойчивость критического состояния нелиней-
ной системы очевидна. Соотношения (6) определяют обрыв силовых связей в ближайшей
к вершине реальной трещины структуре зоны предразрушения. Таким образом, крити-
ческие нагрузки, вычисленные по необходимому σ0

∞ и достаточному σ∗∞ критериям раз-
рушения, являются нижней и верхней оценками критических нагрузок рассматриваемой
нелинейной системы.

На рис. 5 приведена оценочная диаграмма разрушения, характеризующая состояние
нелинейной системы, в двойных логарифмических координатах. Плоскость (2l0/r0, σ

∗
∞/σm)

разбивается кривыми 1, 2 на три области. В области I длина исходной трещины не меня-
ется (трещина устойчива), в области II увеличивается на величину, равную длине зоны
предразрушения (трещина подрастает, оставаясь устойчивой), в области III увеличивает-
ся катастрофически (трещина неустойчива). Предлагаемая оценочная диаграмма разру-
шения хорошо согласуется с результатами экспериментов, приведенными в работе [14] на
рис. 1,а.

В рамках предлагаемой модели критические коэффициенты интенсивности напряже-
ний для хрупкого K0

Ic = σ0
∞
√

πl0 и квазихрупкого K∗
Ic = σ∗∞

√
πl∗ типов разрушения явля-

ются оценками снизу и сверху соответственно для предельного коэффициента интенсив-
ности напряжений. Эти критические коэффициенты не являются константами материала,
поскольку вычисляются непосредственно с использованием характеристик хрупкого и ква-
зихрупкого материалов:

K0
Ic = σm

√
πl0

(
1 +

√
2l0
r0

)−1
; (25)

K∗
Ic = σm

√
πl∗

[
1 +

(
1− 5

8π

ε1 − ε0

ε0

)√
2l∗

r0

]−1
. (26)

Критический коэффициент интенсивности напряжений K0
Ic хрупкого материала (см. (25))
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определяется с помощью структурного параметра материала r0 и исходной длины трещи-
ны 2l0. Критический коэффициент интенсивности напряжений K∗

Ic квазихрупкого мате-
риала (см. (26)) определяется с использованием структурного параметра r0, критической
длины трещины 2l∗ = 2l0 +2∆∗ и деформационного параметра (ε1−ε0)/ε0, характеризую-
щего отношение неупругих и упругих относительных удлинений материала. Зависимость
критического коэффициента интенсивности напряжений K∗

Ic от исходной длины трещи-
ны 2l0 является более сложной по сравнению с зависимостью K0

Ic(2l0).
Оценочная диаграмма разрушения на макроуровне может быть получена в простом

виде с помощью представлений (17), (21), (25), (26): в случае длинных трещин кривые
разрушения описываются в рамках линейной механики разрушения, а в случае коротких
трещин описание кривых разрушения требует учета высших членов асимптотического

разложения (10). Для длинных трещин (2l0/r0 � 1) укажем интервал L критических

расстояний:

1

π

(K0
Ic

σm

)2
6 L 6

1

π

(K∗
Ic

σm

)2
,

r0

2
6 L 6

r0

2

(
1− 5

8π

ε1 − ε0

ε0

)−2
. (27)

Очевидно, что верхняя оценка L∗ критического расстояния может отличаться от нижней
оценки L0 в несколько раз, а иногда на порядок. В отличие от [14] в рамках предлагае-
мой модели оценки L0, L∗ вычисляются с использованием диаметра зерна r0 и параметра

(ε1 − ε0)/ε0, характеризующего отношение неупругих и упругих относительных удлине-
ний материала. Нижняя L0 и верхняя L∗ оценки критического расстояния характеризуют
переход от очень коротких трещин к трещинам средней длины согласно необходимым

и достаточным критериям соответственно. Таким образом, частично решена проблема
более точного определения критического расстояния L [15]. Напомним, что при хрупком
разрушении наиболее существенное различие критических нагрузок σ0

∞ имеет место для

коротких трещин 2l0/r0 ≈ 1 (см. рис. 4).
3. Численные эксперименты. Рассмотрим разрушение квазихрупких (2) и ква-

зивязких (3) материалов. Для квазихрупких материалов проведем сравнение полученных
выше оценочных диаграмм разрушения с результатами численных расчетов методом ко-
нечных элементов. Для квазивязких материалов используем достаточный критерий раз-
рушения (5), (6), применив его для численного расчета поля напряжений в окрестности
вершины трещины и величины раскрытия в вершине реальной трещины.

Рассмотрим текущую лагранжеву формулировку уравнений механики деформируемо-
го твердого тела [20], использование которой предпочтительно при моделировании дефор-
мирования тел из упругопластического материала при больших деформациях.

Уравнения равновесия в слабой форме (уравнения баланса виртуальных мощностей)
имеют следующий вид:∫

V

s : δd dV =

∫
ST

t∗ · δv dS ∀δv (δv = 0 на Su). (28)

Здесь v = u̇ — вектор скорости; u — вектор перемещения; d — симметричный тензор ско-
рости деформаций; s — симметричный тензор напряжений Коши; V — область, занима-
емая телом в текущей конфигурации; на замкнутой кусочно-гладкой границе S = Su ∪ ST

(Su ∩ ST = ∅) области V ставятся силовые граничные условия n · s = t∗ (на ST ) и
кинематические граничные условия v = v∗ (на Su); n — единичный вектор нормали к

поверхности ST .
Кинематическое соотношение (связь тензора скорости деформаций с тензором гради-

ента скорости) имеет вид
d = (∇v +∇vт)/2, (29)

где ∇vт — тензор градиента скорости; ∇ — пространственный набла-вектор [20].
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Определяющие соотношения для упругопластического материала записываются

в виде

sH = C : d, (30)

где C — тензор четвертого ранга, компоненты которого в общем случае зависят от компо-
нент тензоров напряжений и деформаций и их скоростей; sH — производная Хилла тензора

напряжений Коши, определяемая с помощью материальной производной этого тензора по
формуле [20]

sH = ṡ− w · s + s · w + s tr d,

w = (∇vт −∇v)/2 — кососимметричный тензор вихря.
Согласно теории пластического течения материала с изотропным упрочнением ком-

поненты тензора C зависят от следующих параметров: модуля Юнга материала E, ко-
эффициента Пуассона ν, предела текучести при одноосном растяжении σs, касательного
модуля Et (значение Et = 0 соответствует идеальному упругопластическому материалу).

При интегрировании уравнений (28) по времени используем пошаговую процедуру.
Полагая, что в момент времени t решение известно, линеаризуем уравнение баланса вирту-
альных мощностей относительно этого момента времени с учетом соотношений (29), (30).
Пространственную дискретизацию полученного линеаризованного уравнения выполним

методом конечных элементов. Конфигурацию тела в момент времени t будем рассматри-
вать в качестве отсчетной. Записывая уравнения (28) для момента времени t + ∆t, после
ряда преобразований (подробнее об этом см. [20]) получаем скалярное линеаризованное
уравнение∫

V

δe : tC : e dV +
1

2

∫
V

ts : δ(∇ũ · ∇ũт − 2e · e) dV =

∫
ST

t+∆tt∗ · δũ dS −
∫
V

ts : δe dV

∀ δũ (δũ = 0 на Su).

Здесь ũ = t+∆tu− tu; e = (∇ũ +∇ũт)/2. Полученное решение t+∆tu = tu + ũ на каждом
шаге по времени уточняется методом Ньютона — Рафсона.

Рассмотрим квадратную пластину с центральной внутренней трещиной, подвергну-
тую осевому растяжению напряжениями σ∞, заданными на кромках. Толщина пластины
равна 0,4 мм, ширина w = 100 мм, длина трещины 2l0 варьировалась в диапазоне от 4
до 90 мм. В силу наличия двух плоскостей симметрии при конечноэлементном анализе мо-
делируется 1/4 пластины. Расчетная область разбивалась равномерной сеткой на 250 000
четырехузловых квадратных элементов с длиной стороны, равной 0,1 мм. Для коротких
трещин с полудлиной l0 = 2, 3, 4, 5 мм использовалась мелкая сетка, содержащая 106

квадратных элементов с длиной стороны 0,05 мм. Предполагается, что пластина дефор-
мируется в условиях плоского напряженного состояния.Материал пластины— сталь мар-
ки Ст2сп — имеет следующие характеристики: E = 200 ГПа, ν = 0,25, σs = 400 МПа,
Et = 0. Диаграмма деформирования материала приведена на рис. 1 (σm = σs). Внешняя
нагрузка σ∞ возрастает по линейному закону от нуля до σs за время t = 1. Под временем
в квазистатических задачах понимается некоторый монотонно возрастающий параметр

нагружения.
На рис. 6 показано распределение эквивалентных пластических деформаций εp =√

(2/3)εp
ijε

p
ij в окрестности вершины трещины при l0 = 15 мм, σ∞/σs = 0,4. При увеличе-

нии нагрузки узкая область пластических деформаций, толщина которой равна толщине
2–3 слоев элементов, распространяется от вершины трещины по ее оси прямолинейно,
образуя зону предразрушения с поперечником, приближенно равным 0,1 мм, и длиной
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Рис. 6. Зона пластических деформаций в окрестности вершины трещины

около 3,4 мм; деформация ближайшего к вершине трещины элемента εp = 20 %. Таким
образом, равенство (5) силового критерия разрушения выполняется на всем контуре пла-
стической зоны, в том числе на продолжении фиктивной трещины.

Для модели квазивязкого материала максимальное удлинение структурного элемен-
та ε1 примем равным 0,02. Тогда максимальное упругое удлинение ε0 = σs/E = 0,002,
а неупругое удлинение структурного элемента ε1 − ε0 = 0,018. Таким образом, получаем
параметр, характеризующий отношение неупругих и упругих относительных удлинений
материала, (ε1 − ε0)/ε0 = 9. Подставляя найденный в результате численных расчетов
поперечник зоны предразрушения a в формулу (15), получаем критическую величину рас-
крытия трещины δ∗m = (ε1 − ε0)a. На каждом шаге по времени определяется величина
раскрытия трещины 2v в точке A+ (см. рис. 3) и проверяется выполнение достаточно-
го критерия (6). В тот момент, когда значение 2v становится равным значению δ∗m либо

превышает его, фиксируется внешняя нагрузка σ∞ на данном временном шаге, которая
и является критической нагрузкой по достаточному критерию σ∗∞. Критическая нагрузка
по необходимому критерию σ0

∞ определяется в момент времени, соответствующий появ-
лению пластических деформаций в ближайшем к вершине трещины конечном элементе.
Таким образом, в вершине реальной трещины выполнено равенство (6) деформационного
критерия разрушения.

На рис. 7 представлены диаграммы разрушения. Аппроксимация данных численного
расчета проводилась методом наименьших квадратов с использованием формул (20) для
кривой 1 и (17) для кривой 2.

Опишем способ построения кривой 1. По оси абсцисс на рис. 4, 5 откладывается вели-
чина 2l0/r0 (2l0 — исходная длина трещины; r0 — характерный линейный размер элемента

структуры материала), а на рис. 7 — величина l0. Для аппроксимации данных численного

расчета выбиралась функция вида (a + bx)−1/2, коэффициенты которой определялись ме-
тодом наименьших квадратов, что позволило получить следующие значения: a = 0,9999,
b = 16,95. Приравнивая коэффициент 2/r0 при независимой переменной l0 в формуле (20)
к коэффициенту b, получаем 2/r0 = 16,95, откуда следует r0 = 0,118. Характерный ли-
нейный размер элемента структуры материала r0 оказался приближенно равным разме-
ру конечного элемента 0,1 мм. Уравнения (28)–(30), являющиеся уравнениями механики
сплошной среды, не содержат размер элемента структуры материала. При дискретизации
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Рис. 7. Диаграммы разрушения, построенные в результате аппроксимации рас-
четных данных методом наименьших квадратов:
1 — расчет величины σ0

∞/σs по необходимому критерию (5), 2 — расчет величины

σ∗∞/σs по достаточному критерию (6); точки — результаты численных расчетов для

трещин с полудлинами l0 = 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 мм

расчетной области методом конечных элементов вводится структурный параметр, совпа-
дающий с характерным линейным размером конечного элемента. Если методом конечных
элементов решаются уравнения механики деформируемого твердого тела для материалов

со структурой, то размер конечного элемента не должен превышать характерного линей-
ного размера элемента структуры.

Параметр относительного неупругого удлинения (ε1−ε0)/ε0 = 9 соответствует квази-
вязкому типу разрушения, поэтому для аппроксимации данных численного расчета фор-
мула (17) неприменима: нарушается ограничение (19). Для аппроксимации критических
нагрузок по достаточному критерию выбиралась функция вида (1 + axb)−1. С использова-
нием метода наименьших квадратов для показателя степени получено значение b = 0,89,
которое существенно отличается от значения показателя степени в формуле (17), рав-
ного 0,5. Отклонение аппроксимирующих кривых 1, 2 от экспериментальных точек при
l0 > 35 мм объясняется тем, что ширина пластины является конечной, в то время как из-
ложенная выше теория строилась для бесконечных пластин. Влияние ширины пластины
на критические кривые разрушения в случае краевых трещин учтено в [21].

На рис. 8 в двойных логарифмических координатах представлены диаграммы разру-
шения для различных типов разрушения (от квазихрупкого до квазивязкого). Кривая 1
построена по необходимому критерию прочности (20), кривые 2–5 — по достаточному

критерию при значениях относительного неупругого удлинения (ε1 − ε0)/ε0 = 2, 5, 7, 9
соответственно. При выборе аппроксимирующей функции в виде (1 + axb)−1 значения по-
казателя степени для кривых 2, 3, 4, 5 равны b = 0,70; 0,85; 0,87; 0,89 соответственно.

Анализ результатов численных расчетов величин σ0
∞, σ∗∞ и сравнение их с результа-

тами аналитических расчетов по формулам (17), (20), (21) позволяет сделать следующие
выводы: в случае хрупкого разрушения результаты расчета с помощью аналитического

представления (20) лучше согласуются с результатами численного расчета, чем результа-
ты расчета по формуле (21). В случае квазихрупкого разрушения целесообразно исполь-
зовать формулу (17) только при (ε1 − ε0)/ε0 6 2.
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Рис. 8. Диаграммы разрушения в двойных логарифмических координатах:
1 — расчет σ0

∞/σs по необходимому критерию (20), 2–5 — расчет σ∗∞/σs по доста-
точному критерию при выборе аппроксимирующей функции в виде (1 + axb)−1 (2 —
(ε1 − ε0)/ε0 = 2, 3 — (ε1 − ε0)/ε0 = 5, 4 — (ε1 − ε0)/ε0 = 7, 5 — (ε1 − ε0)/ε0 = 9)
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Рис. 9. Конфигурация деформированной поверхности трещины

На рис. 9 представлена конфигурация деформированной поверхности трещины в мас-
штабе 80 : 1 при l0 = 15 мм, σ∞/σs = 0,19. Наблюдается затупление первоначально
острой внутренней трещины, причем тем большее, чем больше нагрузка. Условие (6) со-
ответствует раскрытию реальной трещины в ее вершине и определяет разрыв перемеще-
ний: первоначально острая трещина при деформировании упругопластического материала
превращается в тупую трещину [22]. Постепенное затупление трещин отмечено в работах
[23, 24] при изучении задачи о растяжении плоскости с щелью в случае упрочняющихся
материалов.

Заключение. Рассмотрены материалы, имеющие хрупкий, квазихрупкий и квазивяз-
кий типы разрушения. Для этих материалов построены диаграммы разрушения, представ-
ляющие собой две критические кривые на плоскости длина трещины— внешняя нагрузка.
Оценка снизу критических напряжений соответствует необходимому критерию разруше-
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ния, оценка сверху — достаточному критерию разрушения. В большинстве случаев при
нагружении образцов с трещинами нагрузкой, меньшей критической, быстрому росту тре-
щины предшествует ее медленный устойчивый рост. После снятия нагрузки рост трещины
прекращается. Докритическое увеличение трещины обусловлено в первую очередь ростом
пластических деформаций перед вершиной трещины, вызванных возрастанием нагрузки.
Зависимость приложенного напряжения от длины трещины в докритическом состоянии

представляет собой докритический участок диаграммы разрушения, которая имеет смысл
механической характеристики материала. Такая характеристика, представленная в ви-
де зависимости σ∗∞ ∼ l∗, позволяет оценить сопротивление материала распространению
трещины. Следует отметить, что при расчете на прочность элементов конструкции с тре-
щинами при однократном нагружении необходимо знать величину, на которую длина тре-
щины увеличивается вследствие монотонного увеличения нагрузки. Такой расчет позво-
ляет сделать обоснованный выбор допустимых длин трещин при известных критических

значениях длины [25].
Получены аналитические формулы, описывающие хрупкий и квазихрупкий типы раз-

рушения. Результаты численного моделирования квазихрупкого и квазивязкого типов раз-
рушения в рамках теории больших упругопластических деформаций позволяют уточнить

границы области применимости аналитических представлений в случае квазихрупкого

типа разрушения и получить простое описание процесса перехода от квазихрупкого типа

разрушения к квазивязкому. Результаты натурных экспериментов [14, 21] по разруше-
нию хрупких и квазихрупких материалов хорошо согласуются с результатами расчетов,
выполненных по аналитическим формулам и с помощью метода конечных элементов.

Первое равенство в (5), (6) представляет собой типичный силовой критерий разруше-
ния, а второе равенство — деформационный критерий [18]. Таким образом, предлагаемый
критерий разрушения (5), (6) одновременно учитывает силовой и деформационный крите-
рии разрушения в характерных точках зоны предразрушения. При использовании такого
подхода при описании процесса разрушения отсутствует необходимость анализа преиму-
ществ и недостатков силовых или деформационных критериев [26–28]. От классической
модели Леонова— Панасюка— Дагдейла [9, 10] предлагаемый критерий (5), (6) отличает-
ся тем, что рассматриваемая в нем зона предразрушения (пластичности) имеет не только
длину, но и поперечник. Если перейти от однократного нагружения к циклическому, то,
учитывая накопление повреждений в материале в зоне предразрушения, можно описать
процесс скачкообразного движения вершины трещины при усталости материала [29].
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