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Описывается методика численного решения уравнения однофазной нестационарной
фильтрации газа в пористой среде. Проводится линеаризация классического уравне-
ния Лейбензона. Для решения полученного линейного уравнения построен эффективный
численный алгоритм без насыщения по пространственным переменным и времени.
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Введение. Решению задачи о фильтрации газа в пористой среде посвящено боль-
шое количество работ. В настоящее время для решения этой проблемы имеются зарубеж-
ные пакеты программ (например, Eclipse), которые представляют собой “черные ящики”
и поэтому не поддаются анализу. Среди отечественных работ следует отметить рабо-
ты [1, 2]. В [2] указаны трудности, возникающие при моделировании двухфазных течений,
а именно нефизические решения. По-видимому, такие решения являются следствием пло-
хой аппроксимации исходных уравнений. Применяемые в настоящее время отечественные
пакеты прикладных программ основаны на постановке задачи, изложенной в работе [3],
и методах конечных разностей для решения построенных в той же работе нелинейных

дифференциальных уравнений.
Следует отметить, что уравнения однофазной и двухфазной фильтрации являются

уравнениями разного типа (уравнение однофазной фильтрации газа — параболическое,
а уравнения двухфазной фильтрации газа и воды — параболические по давлению и ги-
перболические по насыщенности). Поэтому эти уравнения нельзя решать, используя одну
методику. В настоящей работе рассматривается задача двумерной фильтрации газа в по-
ристой среде для совершенного газа, которая сводится к решению классического двумер-
ного уравнения Лейбензона.

В проблеме моделирования однофазной фильтрации газа в пористой среде можно вы-
делить три задачи: 1) дискретизация по пространственным переменным; 2) дискретизация
по времени; 3) моделирование скважин (точечных источников). Решив эти задачи, нужно
выбрать метод решения полученных нелинейных алгебраических уравнений. Для постро-
ения дискретизации по пространственным переменным применим метод без насыщения

Бабенко [4]. Поскольку уравнение Лейбензона параболическое, следует ожидать, что ре-
шениями этого уравнения будут гладкие функции. Точные теоремы о гладкости решений
уравнения Лейбензона автору настоящей работы неизвестны, но при использовании из-
лагаемого ниже подхода это не существенно. Суть метода Бабенко состоит в построении
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алгоритма, который самостоятельно настраивается на гладкость решения, и при этом
аппроксимация уравнения тем лучше, чем большей гладкостью обладает искомое реше-
ние. Эта цель достигается аппроксимацией решения многочленами (см. [5] и п. 2 данной
работы). Для дискретизации по времени применяется алгоритм, предлагаемый в настоя-
щей работе, который, так же как пространственная дискретизация, не имеет насыщения
(см. [6] и п. 3). Моделирование скважин (точечных источников) описано в п. 4.

Ранее для решения нестационарной задачи применялся метод прямых [7], т. е. зада-
ча сводилась к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, которая решалась
по стандартной программе методом Гира [8]. В вычислительных экспериментах, выпол-
ненных с использованием этого метода, не были получены достоверные результаты. При
увеличении числа узлов сетки метод не работал. В настоящем исследовании для дискрети-
зации по времени применяется численный алгоритм без насыщения [6], который позволяет
построить решение по времени одновременно на всем характерном интервале.

1. Постановка задачи фильтрации газа в пористой среде. Искомое уравнение
неразрывности при отсутствии источников имеет вид

∂ (mρ)

∂t
+ div (ρv) = 0, (1.1)

где m = Vп/V — пористость (для реальных пластов m = 0,15 ÷ 0,22); v — скорость

фильтрации. Это уравнение получается из закона сохранения массы

d

dt

∫
Vп

ρ dτ =
d

dt

∫
V

ρmdτ = 0, (1.2)

где Vп, V — объем пор и полный объем, причем оба объема подвижные. С использованием
формулы дифференцирования по подвижному объему из (1.2) получаем [9]

∂ (mρ)

∂t
= div (mρw), v = mw,

где w — скорость жидкости. Из последнего соотношения следует уравнение (1.1).
Закон Дарси

v = − k̃
µ

grad p (1.3)

справедлив при медленном движении жидкости в изотропной пористой среде, т. е. при
малых значениях числа Рейнольдса Re (Re < Recr). В (1.3) µ — динамическая вязкость;

k̃ — коэффициент проницаемости, измеряемый в дарси (1 д = 10−8/0,981 см2). Для реаль-

ных пористых сред k̃ = 100÷ 1000 мд. Проницаемость — геометрическая характеристика

пористой среды, определяемая размерами частиц, их формой и видом упаковки.
Уравнение состояния для баротропного газа имеет вид

ρ =
M

RT

p

z(p)
,

где M — относительная молекулярная масса газа; R — универсальная газовая постоян-
ная; T — абсолютная температура; зависимость z(p) определяется экспериментально (для
совершенного газа z(p) = 1).

Уравнение (1.1) справедливо в случае, когда в пласте отсутствуют источники газа
(скважины). В общем случае уравнение неразрывности имеет вид

∂ (mρ)

∂t
+ div (ρv) = f(z, t), z ∈ G, (1.4)

где f(z, t) — заданная функция; G — двумерная область с гладкой границей ∂G ∈ C∞.
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Пусть z = ϕ(ζ), ζ = r eiθ — конформное отображение единичного круга на область G.
Запишем уравнение (1.4) в новых переменных. Заметим, что согласно [9]

ds2 = (dr2 + r2 dθ2)|ϕ′(ζ)|2 ⇒ g11 = |ϕ′(ζ)|2, g22 = r2|ϕ′(ζ)|2, √
g = |ϕ′(ζ)|2r,

grad p
∣∣
r

=
1

|ϕ′(ζ)|
∂p

∂r
, grad p

∣∣
θ

=
1

|ϕ′(ζ)|r
∂p

∂θ
.

С учетом этих соотношений уравнение (1.4) приводится к виду

∂ (mρ)

∂t
= |ϕ′(ζ)|−2L(w) + f(ζ, t), ζ = r eiθ, 0 6 r 6 1, 0 6 θ < 2π, |ζ| 6 1; (1.5)

L(w) =
1

r

∂

∂r

(
rk̃(r, θ)

∂w

∂r

)
+

1

r2
∂

∂θ

(
k̃(r, θ)

∂w

∂θ

)
. (1.6)

Здесь m = m(r, θ); p = p(r, θ, t); k̃ = k̃(r, θ, p) = kпр(r, θ)ψ(p); ρ = ρ(p); µ = µ(p);

w(p) =

∫
ρ(p)ψ(p)

µ(p)
dp; f(ζ, t) = f(r, θ, t) — масса газа, выделяющегося в единицу вре-

мени в единице объема в пласте. Если ввести мощность пласта h = h(x, y) (т. е. высоту
пласта в точке (x, y) ∈ G рассматриваемой области), то вид уравнения (1.5) не изменится
при замене m на mh и k на kh. В этом случае размерность функции f та же, что у массы
газа, выделяющегося из пласта в единицу времени и с единицы площади.

Таким образом, уравнения (1.5), (1.6) — искомая постановка задачи фильтрации.
К уравнению (1.5) нужно добавить граничное условие

∂p

∂n

∣∣∣
∂G

= 0, (1.7)

которое означает отсутствие потока газа через границу области ∂G (см. (1.3)). Заметим,
что функция w также удовлетворяет этому граничному условию.

Ниже рассматривается случай, когда ψ(p) ≡ 1, µ(p) ≡ const, ρ(p) = Mp/(RT ) — урав-
нение состояния совершенного газа,M = 16 г/моль (для метана); R = 8,314 Дж/(К ·моль),
T = 273 K.

Поскольку давление в пласте представляет собой медленно убывающую функцию, по-
ложим P = P0−α и будем пренебрегать величинами с α2. В результате получаем линейное
уравнение теплопроводности с переменными коэффициентами

∂ (mα)

∂t
=
|ϕ′(ζ)|−2P0

µ
L(α)− RT

M
f(ζ, t),

(1.8)
ζ = r eiθ, 0 6 r 6 1, 0 6 θ < 2π, |ζ| 6 1;

∂α

∂n

∣∣∣
∂G

= 0; (1.9)

α
∣∣
t=0

= 0. (1.10)

2. Дискретизация задачи по пространственным переменным. Для дискрети-
зации задачи (1.8)–(1.10) проведем сначала дискретизацию оператора L(w). Рассмотрим
спектральную задачу

L(w) + λw = 0,
∂w

∂r

∣∣∣
r=1

= 0. (2.1)

Заметим, что

−
∫

|ζ|61

L(w)w dζ =

∫
|ζ|61

[
kпр

(∂w
∂r

)2
+
kпр
r2

(∂w
∂θ

)2]
dζ. (2.2)
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Таким образом, краевая задача (2.1) эквивалентна следующей экстремальной задаче:

J(w) =

∫
|ζ|61

[
kпр

(∂w
∂r

)2
+
kпр
r2

(∂w
∂θ

)2
− λw2

]
dζ → min . (2.3)

Действительно, вариация δJ функционала J есть главная линейная часть приращения
J(w + h)− J(w), где h — произвольная гладкая функция. Нетрудно показать, что

δJ = 2

∫
|ζ|61

(
kпрwrhr +

kпр
r2

wθhθ − λwh
)
dζ =

= 2
[
kпрrwrh

∣∣
r=1

−
∫

|ζ|61

(1

r

∂

∂r
(rkпрwr) +

1

r2
∂

∂θ
(kпрwθ) + λw

)
h dζ

]
= 0.

Поскольку h — произвольная функция, из последнего равенства следуют соотноше-
ния (2.1). Итак, при поиске минимума функционала (2.3) функция w не должна заранее

удовлетворять краевому условию Неймана, т. е. это условие является естественным. Для
дискретизации функционала (2.3) используем квадратурную формулу∫

|ζ|61

f(ζ) dσ =
∑
ν,l

cνlfνl + δ(f), fνl = f(rν eiθl), (2.4)

где

rν =
1

2
+

1

2
cos

(2ν − 1)π

2m
, ν = 1, 2, . . . ,m, θl =

2πl

N
, l = 0, 1, . . . , 2n, N = 2n+ 1,

dσ — элемент площади; cνl — весовые коэффициенты; δ(f) — погрешность. Формула (2.4)
получается в результате замены подынтегральной функции на интерполяционную форму-
лу для функции двух переменных в круге:

(PMf)(r, θ) =
2n∑
l=0

m∑
ν=1

fνlLνl(r, θ), fνl = f(rν , θl). (2.5)

Здесь

Lνl(r, θ) =
Tm(2r − 1)

NT ′
m(2rν − 1)(r − rν)

Dn(θ − θl),

Dn(θ) =
1

2
+

n∑
k=1

cos kθ, Tm(x) = cos (m arccos x),

M — число точек, используемых в интерполяционной формуле.
Интерполяционная формула (2.5) обладает необходимыми свойствами, а именно точна

на многочленах от двух переменных степени ω = min (n,m − 1). Обозначим через Pω

множество этих многочленов, а через Eω — наилучшее приближение функции f ∈ C[D]
(D — единичный круг) многочленом из Pω. Тогда будет определен проектор

PM : C[D] → LM , LM = L(L1, . . . , LM )

и справедливо классическое неравенство

|f(r, θ)− (PMf)(r, θ)| 6 (1 + |PM |∞)Eω(f), (2.6)
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где |PM |∞ — норма проектора PM . Неравенство (2.6) показывает, что, так же как в одно-
мерном случае, соответствующая интерполяционная формула не имеет насыщения. Норма
проектора PM удовлетворяет соотношению |PM |∞ = O(ln2M), причем эту оценку нетруд-
но уточнить. Вводя некоторые предположения о гладкости класса интерполируемых функ-
ций, можно оценить скорость убывания наилучшего приближения Eω при M → ∞ и по-
лучить конкретные оценки погрешности интерполяционной формулы (2.6). Пусть

f(r, θ) = (PMf)(r, θ) + ρM (r, θ; f),

где ρM (r, θ; f) — погрешность интерполяционной формулы (2.6). Тогда справедлива тео-
рема Бабенко [4. С. 238–239].

Теорема. Рассмотрим класс функций HM
∞ (K;D) ⊂ C(D), удовлетворяющих в кру-

ге D условиям ∣∣∣ ∂k+lf

∂xk ∂yl

∣∣∣ 6 K, k + l 6 µ.

Тогда если f ∈ HM
∞ (K;D), то

|ρM ( · ; f)|∞ 6 cµKM
−µ/2 log2M, (2.7)

где cµ — константа, зависящая от µ.
Таким образом, из формулы (2.7) следует, что при одном и том же числе узлов интер-

поляции M скорость убывания погрешности интерполяционной формулы (2.5) возрастает
с ростом µ, т. е. с увеличением гладкости интерполируемой функции f . Это означает, что
полученная интерполяционная формула не имеет насыщения.

C использованием интерполяционной формулы (2.5) нетрудно получить квадратур-
ную формулу для вычисления определенных интегралов в случае, когда областью инте-
грирования является круг. Действительно, заменяя подынтегральную функцию выражени-
ем (2.5), получаем квадратурную формулу (2.4). Для коэффициентов cνl имеем выражение

cνl =

∫
D

Lνl(r, θ) dσ,

и они не зависят от l. Введем в рассмотрение блочно-диагональную матрицу

C = diag (c1, c2, . . . , cm),

где cν (ν = 1, 2, . . . ,m) — диагональные матрицы размером N×N с одинаковыми числами

на диагонали. Для погрешности квадратурной формулы имеем следующую оценку:

|δ(f)| 6 2πEω(f).

Заметим, что при достаточно большом числе узлов интерполяции все значения cνl поло-
жительны.

Для коэффициентов квадратурной формулы (2.4) имеем выражение

cνl =
2π

N

[ (−1)m+1 − 1

(m2 − 1)m(−1)ν−1
sin θν +

rν
m

(
1 + 2

m−1∑
l=2,4,...

cos lθν
1− l2

)]
,

где

rν =
1 + cos θν

2
, θν =

(2ν − 1)π

2m
.
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При этом

∂w

∂r

∣∣∣
ζ=ζνl

=
m∑

µ=1

D
(r)
νµwµl,

∂w

∂θ

∣∣∣
ζ=ζνl

=
N∑

p=1

B̃lpwνp.

Матрицы B̃ и D(r) получаются дифференцированием интерполяционной формулы (2.5).
По r применяется интерполяционная формула, удовлетворяющая при r = 1 краевому усло-
вию Неймана:

Pm(x; f) =
m∑

j=1

( Tm(x)

m(−1)j−1(x− xj)/ sin θj
− AjTm(x)

)
fj ,

xj = cos θj , θj = (2j − 1)π/(2m), j = 1, 2, . . . ,m, x = 2r − 1.

Коэффициент Aj выберем таким образом, чтобы выполнялось краевое условие f ′(1) = 0.
Используя квадратурную формулу (2.4), преобразуем функционал (2.3) в квадратич-

ную форму

J(w) =
∑
ν,l

cνl

[
kνl

(∂w
∂r

)2

ζ=ζνl

+
kνl

r2ν

(∂w
∂θ

)2

ζ=ζνl

+ λw2
νl

]
. (2.8)

Дифференцируя (2.8) по wµ̃l̃, получаем

n∑
p=1

B∗
ν̃ l̃,p

wν̃p +
m∑

µ=1

A∗
ν̃ l̃,µ

wµl̃ = λcν̃wν̃ l̃,

где

B∗
ν̃ l̃,p

=
cν̃
r2ν̃

N∑
l=1

kν̃ l̃B̃lpB̃ll̃, A∗
ν̃ l̃,µ

=
m∑

ν=1

cνkν̃ l̃D
(r)
νµD

(r)
νν̃ , kν̃ l̃ = kпр(rν̃ , θl̃).

Полученное выражение является дискретным аналогом задачи на собственные значения

div (kпр gradw) + λw = 0, r < 1,

∂w

∂r

∣∣∣
r=1

= 0.

Оценка погрешности выполненной дискретизации может быть получена по схеме, при-
веденной в [10].

3. Дискретизация задачи по времени. По времени t выберем сетку, состоящую
из k узлов:

tν =
1

2
(zν + 1), zν = cosχν , χν =

(2ν − 1)π

2k
, ν = 1, 2, . . . , k,

и используем интерполяцию многочленом

q(t) =
k∑

ν=1

Tk(t)tqν
k(−1)ν−1tν(z − zν)/ sinχν

. (3.1)

Величины, входящие в формулу (3.1), определены выше. Значения первой производной
от α(ζ, t) по t в левой части соотношений (1.8) получим дифференцированием интерполя-
ционной формулы (3.1).
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Пусть A — матрица дискретного оператора |ϕ′(ζ)|−2L(α). Тогда, введя обозначение
αµν = α(ζµ, tν), µ = 1, 2, . . . , Nt, ν = 1, 2, . . . , k, находим

∂α(ζµ, t)

∂t
+

Nt∑
p=1

Aµpα(ζp, t) = F (ζµ, t).

Пусть B — матрица численного дифференцирования по t на интервале [0, 1]. Тогда

k∑
q=1

Bνqαµq +

Nt∑
p=1

Aµpαpν = fµν .

Пронумеровав узлы сетки одним индексом по строкам (т. е. быстрее всех меняется
первый индекс I → (µ, ν) = (ν − 1)Nt + µ), получаем дискретную задачу

(B ⊗ INt + Ik ⊗ A)α = f, (3.2)

где B — матрица дифференцирования по t размером k × k; A — матрица дискретного

оператора |ϕ′(ζ)|−2L(u) размером Nt × Nt; INt , Ik — единичные матрицы. Представим
матрицу A в виде (см. [10])

A =
∑

p

λphp (h2
p = hp, hphl = 0, p 6= l) ⇒

∑
p

hp = Im ⇒

⇒ B ⊗
∑

p

hp + Ik ⊗
( ∑

p

λphp

)
=

∑
p

(B + λpIk)⊗ hp ⇒

⇒ (B ⊗ INt + Ik ⊗ A)−1 =
∑

p

(B + λpIk)
−1 ⊗ hp. (3.3)

Заметим, что оператор |ϕ′(ζ)|−2L(α) является вырожденным, т. е. имеет нулевое соб-
ственное значение. В этом случае необходимо обращать матрицу численного дифферен-
цирования, которая также является вырожденной. Однако обратная матрица (результат
интегрирования) существует. Рассмотрим эту процедуру более подробно.

Получим формулы для численного интегрирования функции, удовлетворяющей крае-
вому условию u

∣∣
t=0

= 0 на отрезке [0, 1]. По времени t выберем сетку, состоящую из m
узлов:

rν =
1

2
(xν + 1), xν = cos θν , θν =

(2ν − 1)π

2m
, ν = 1, 2, . . . ,m, x = 2r − 1,

и применим интерполяцию многочленом

u(r) =
m∑

ν=1

Tm(x)ruν

m(−1)ν−1rν(x− xν)/ sin θν
.

Заметим, что

m∑
ν=1

Tm(x)uν

m(−1)ν−1(x− xν)/ sin θν
=

2

m

m−1∑ ′

l=0

cos lθνTl(x) ⇒

⇒ u(r) =
2

m

m∑
ν=1

( m−1∑ ′

l=0

cos lθνTl(x)
r

rν

)
uν .
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Для вычисления

r∫
0

u(r) dx нужно вычислить интеграл Il(r) =

r∫
0

Tl(x)r dr, x = 2r − 1:

I0(r) =
r2

2
, I1(r) =

2

3
r3 − r2

2
, I2(r) = 2r4 − 8

3
r3 +

1

2
r2,

4Il(r) =
x2Tl(x)

l + 2
+
xTl(x)

l + 1
− xTl−1(x)

l + 2
− lTl−1(x)

l2 − 1
− Tl−2(x)

l2 − 4
+

(−1)l

l2 − 4
− (−1)l

l2 − 1
, l > 3.

Матрица численного интегрирования имеет вид

I
(r)
µν =

2

m

m−1∑ ′

l=0

cos lθνIl(rµ)

rµ
⇒

rµ∫
0

u(r) dr =
m∑

ν=1

I
(r)
µν uν .

Таким образом, решение дискретной задачи (3.2) можно получить, умножая матри-
цу (3.3) на вектор правой части (3.2). Заметим, что для построения матрицы, обратной
матрице (3.2), достаточно обратить Nt матриц размером k×k, где k — число узлов интер-
поляции по времени. Отметим также, что выше не использовались специальные свойства
матрицы A, т. е. A может являться матрицей двумерной, трехмерной и любой другой за-
дачи. Необходимо только, чтобы матрица имела полную систему собственных векторов и
собственные значения были действительны.

4. Моделирование скважин (точечных источников). Как известно, задача об
установившейся плановой напорной фильтрации жидкости к скважине из однородного

ограниченного пласта [11] сводится к нахождению решения уравнения Лапласа в двусвяз-
ной области, внешней границей которой является контур области фильтрации, а внутрен-
ней — контур скважины [12].

Так как размеры области фильтрации значительно больше размеров скважины, при
решении указанной задачи методом сеток нецелесообразно аппроксимировать область

фильтрации сеточной областью, так чтобы учесть размеры и форму скважины, поскольку
для этого потребовалось бы чрезвычайно большое число узлов сетки. Поэтому при реше-
нии таких задач, когда на контуре скважины задан расход (граничное условие второго ро-
да), обычно не учитываются размеры скважины, которая считается точечным источником
с мощностью, равной расходу реальной скважины. Полученная задача аппроксимируется
на сетке. При этом возникают проблема выбора способа аппроксимации точечного источ-
ника на сетке и вопрос о близости сеточного решения к решению предельной задачи. Этот
вопрос не является тривиальным вследствие наличия у решения логарифмической осо-
бенности, что не позволяет использовать для оценки точности общие результаты теории
разностных схем. Ситуация существенно осложняется, если на контуре скважины зада-
но давление (граничное условие первого рода). В этом случае контур скважины нельзя

стягивать в точку [13].

Если при решении указанной задачи методом сеток считать скважину точечной, воз-
никнет необходимость построения специальных аппроксимаций уравнения в окрестности

скважины-точки. Вопрос о близости сеточного решения к решению исходной задачи не

менее сложен, чем в первой задаче. Аналогичная ситуация имеет место и в случае несо-
вершенной скважины, т. е. в случае, когда на контуре скважины задано граничное условие
третьего рода [14–17] (см. также [18, 19]).
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В настоящей работе применяется другая методика моделирования скважин.
Пусть ϕn — полная нормированная система собственных функций операто-

ра |ϕ′(ζ)|−2L(w) в рассматриваемой области G. Тогда

δ(x0, x) =
∞∑

n=1

ϕn(x)ϕn(x0).

Сходимость этого ряда понимается как слабая. Таким образом, точечный источник заме-
щается источниками и стоками во всех узлах сетки.

5. Вычислительные эксперименты. Ниже приводятся результаты расчетов для
круглого пласта с одиночной скважиной в центре на сетке размером 3 × 7 × 5. В круге
выбиралась сетка, состоящая из 21 узла (три окружности по семь точек). По времени
выбиралось пять узлов. Общее число узлов для решения этой нестационарной задачи рав-
но 105. Проводилась проверка точности представления δ-функции. Для этого вычислял-

ся интеграл от δ-функции по области

∫
G

δ(0, x) dx. Получено значение интеграла, равное

0,9964. Затем вычислялась свертка δ-функции с пробной функцией:

f(r, θ) = r3 cos θ sin2 θ + 1,

∫
G

δ(0, x)f(x) dx = 1,000, x = r eiθ .

Полученное значение свертки, равное 1,000, совпадает с точным. Решение (на сетке, со-
стоящей из 21 узла (3 × 7)) представлено в виде слоев по времени в обратном порядке
(пятый слой является верхним). Ниже проводится сравнение этого решения с аналитичес-
ким решением.

В работе [20. С. 362] приведено аналитическое решение для цилиндра 0 6 r 6 a.
В момент t = 0 на поверхности r = r′ действует единичный мгновенный цилиндрический
источник. При r = a граничное условие имеет вид

κ
∂v

∂r
+ hv = 0, κ > 0, h > 0, (5.1)

где

v =
1

πa2

∞∑
n=1

e−κα2
nt J0(rαn)J0(r

′αn)

J2
0 (aαn) + J2

1 (aαn)
,

где αn — положительные корни уравнения καJ1(aα) − hJ0(aα) = 0. Если h = 0, то к
правой части (5.1) нужно прибавить слагаемое 1/(πa2).

В данном случае κ = 1, h = 0, a = 1, и при r = r′ = 0,15 · 10−4 действует источник

постоянной интенсивности q. Тогда из (5.1) следует

v =
1

π
+

1

π

q

κα2
n

∞∑
n=1

(1− e−κα2
nt)

J0(rαn)J0(r
′αn)

J2
0 (αn)

, (5.2)

где αn — положительный корень функции Бесселя J1. Соотношение (5.2) является реше-
нием краевой задачи

∂v

∂t
= κ∇2v + q,

∂v

∂r

∣∣∣
r=1

= 0, v
∣∣
t=0

= 0.

В результате расчетов получены близкие значения аналитического и численного ре-
шений (различие в третьем знаке после запятой).
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Таким образом, аналитическое решение практически совпадает с приведенным вы-
ше численным решением. Это свидетельствует о возможности моделирования точечных
источников способом, описанным в п. 4.

Заключение. Предложен метод линеаризации для решения классического уравнения
Лейбензона, описывающего фильтрацию газа в пористой среде. Полученное в результате
линеаризации линейное уравнение теплопроводности с переменными коэффициентами ре-
шается с использованием предложенного в данной работе алгоритма, который реагирует
на гладкость решения рассматриваемой задачи. Идея создания таких методик принад-
лежит К. И. Бабенко. Предложен метод моделирования точечных источников (скважин),
эффективность которого подтверждается тестовыми расчетами.
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