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Из системы нелинейных обыкновенных уравнений, которые решаются аналитически
с использованием метода гомотопического анализа, определено автомодельное решение
задачи о стационарном ламинарном смешанно-конвективном течении в пограничном
слое в окрестности точки торможения потока вблизи вертикальной проницаемой пла-
стины при наличии магнитного поля и сил плавучести. Рассмотрены наночастицы ме-
ди Cu, оксида алюминия Al2O3 и диоксида титана TiO2, в качестве базовой жидко-
сти была выбрана вода. Исследовано влияние объемной доли наночастиц, параметра
проницаемости, параметра магнитного поля и параметра смешанной конвекции на по-
верхностное напряжение сдвига и поверхностный теплоперенос, а также на скорость и
температуру. Показано, что для всех рассмотренных наночастиц значения коэффициен-
та поверхностного трения и локального числа Нуссельта увеличиваются с увеличением
объемной доли наночастиц. Наибольшие значения коэффициента поверхностного трения
и локального числа Нуссельта получены для наночастиц Cu.
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Введение. Задача о смешанной конвекции над плоской поверхностью является акту-
альной при проектировании таких технических устройств, как теплообменники, солнеч-
ные коллекторы, ядерные реакторы, электронное оборудование и т. д. В работе [1] прове-
дено исследование автомодельных решений задачи о ламинарном свободно-конвективном
течении в пограничном слое при наличии поперечного магнитного поля на поверхности пе-
ревернутого конуса при смешанных тепловых граничных условиях и вычислены скорость

пограничного слоя и температура при различных значениях параметра магнитного поля
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и числа Прандтля. В [2] изучены устойчивые ламинарные смешанно-конвективные дву-
мерные течения на вертикальных поверхностях вблизи точки торможения потока в случа-
ях произвольной температуры стенки и произвольного поверхностного теплового потока.
Исследования, выполненные в работе [2], были продолжены в [3] для неустановившегося
потока, в [4] для вертикальной поверхности, погруженной в микрополярную жидкость,
в [5] для магнитогидродинамического смешанно-конвективного течения на вертикальной
проницаемой поверхности и в [6] для течения неньютоновской жидкости при наличии теп-
лового излучения.

Наножидкости образуются в результате диспергирования твердых частиц наномет-
ровых размеров в базовые жидкости с низкой теплопроводностью, такие как вода, этилен-
гликоль, различные масла и т. п. Термин “наножидкость” впервые введен в работе [7].
Частицы с размерами порядка нанометров имеют уникальные физические и химические

свойства, которые исследовались в работах [8–10]. Установлено, что наличие наночастиц
в жидкости приводит к значительному увеличению эффективной теплопроводности жид-
кости, а следовательно, к увеличению скорости теплопереноса. Для стационарного случая
задача о смешанно-конвективном течении наножидкости вблизи точки торможения потока
изучалась в работах [11–13], для нестационарного случая — в работе [14].

В данной работе исследуются стационарное ламинарное смешанно-конвективное те-
чение в окрестности точки торможения потока и теплообмен в электропроводящей нано-
жидкости вблизи вертикальной проницаемой поверхности при наличии магнитного поля.
Целью исследования является нахождение аналитических решений этой задачи с исполь-
зованием метода гомотопического анализа [15–21].

1. Постановка задачи и математическая модель. Рассмотрим двумерное те-
чение несжимаемой вязкой электропроводящей наножидкости вблизи точки торможения

потока на вертикальной проницаемой плоской пластине (рис. 1). Предполагается, что на-
ночастицы находятся в тепловом равновесии и между ними отсутствует проскальзывание.
Теплофизические свойства жидкости и наночастиц приведены в табл. 1 [8].

Выберем систему координат, в которой ось x направлена вдоль поверхности пластины,
ось y — по нормали к ней (см. рис. 1). Предполагается, что компонента x скорости внеш-
него по отношению к пограничному слою течения U(x) и температура пластины Tw(x)
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Рис. 1. Схема двумерного течения вблизи критической точки на вертикальной
проницаемой поверхности:
а — “способствующий” поток, б — “препятствующий” поток
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Та бли ц а 1
Термофизические свойства жидкости и наночастиц [8]

Компонент наножидкости Cp, Дж/(кг · К) ρ, кг/м3 k, Вт/(м·К) α · 107, м2/c

Базовая жидкость (вода) 4179,0 997,1 0,613 1,47
Частицы Al2O3 765,0 3970,0 40,0 131,7
Частицы TiO2 686,2 4250,0 8,9538 30,7
Частицы Cu 385,0 8933,0 400,0 1163,1

пропорциональны расстоянию от критической точки: U(x) = ax, Tw(x) = T∞ + bx (a > 0,
b — постоянные). Если верхняя половина пластины нагревается, а нижняя — охлаждает-
ся (b > 0), то вследствие наличия силы плавучести вблизи нагреваемой пластины жид-
кость движется вверх, а вблизи охлаждаемой пластины — вниз. Такой характер течения
способствует основному течению (“способствующий” поток). Если верхняя половина пла-
стины охлаждается, а нижняя — нагревается (b < 0), то возникает “препятствующий”
поток [22]. С учетом принятых предположений и с использованием модели наножидко-
сти, предложенной в работе [9], основные уравнения неразрывности, импульса и энергии
и граничные условия для них в случае ламинарного несжимаемого течения наножидкости

в пограничном слое можно записать в виде

∂u

∂x
+
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= 0; (1)
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; (3)

y = 0: u = 0, v = V ∗
w , T = Tw(x),

y →∞: u→ U(x), T → T∞.
(4)

С учетом обобщенного уравнения Бернулли в свободном потоке уравнение (2) принимает
вид

U
dU

dx
= − 1

ρnf

dp

dx
− σB2

0

ρnf
U. (5)

Подставляя (5) в уравнение (2), получаем

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
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µnf
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∂2u
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+
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0
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ρnf
g(T − T∞). (6)

В (1)–(6) u, v — компоненты скорости вдоль осей x и y соответственно; T — температу-
ра наножидкости; B0 — напряженность однородного магнитного поля; σ — электропро-
водность; βf , βs— коэффициенты теплового расширения базовой жидкости и наночастиц

соответственно; g — ускорение свободного падения; V ∗
w — однородный поверхностный по-

ток массы (значения V ∗
w < 0 соответствуют отсосу, V ∗

w > 0 — вдуву); µnf , αnf , ρnf —
вязкость, температуропроводность и плотность наножидкости соответственно:

µnf =
µf

(1− ϕ)2,5
, αnf =

knf

(ρCp)nf
, ρnf = (1− ϕ)ρf + ϕρs,

(ρCp)nf = (1− ϕ)(ρCp)f + ϕ(ρCp)s,
knf

kf
=
ks + 2kf − 2ϕ(kf − ks)

ks + 2kf + ϕ(kf − ks)
,
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ϕ — объемная доля наночаcтиц; ρf — плотность базовой жидкости; ρs — плотность на-
ночастиц; µf — вязкость базовой жидкости; kf , ks — теплопроводность базовой жидкости

и наночастиц соответственно; knf — эффективная теплопроводность наножидкости, опре-
деляемая моделью Максвелла — Гарнетта [8].

Будем искать автомодельное решение уравнений (1)–(3) с граничными условиями (4)
в виде

η =
( U

νfx

)1/2
y, ψ = (Uνfx)

1/2f(η), θ(η) =
T − T∞
Tw − T∞

, (7)

где νf — кинематическая вязкость жидкости; ψ — функция тока. Так как u = ∂ψ/∂y,
v = −∂ψ/∂x, то уравнение (1) выполняется тождественно. Подставляя (7) в уравнения (3),
(6), получаем обыкновенные дифференциальные уравнения

1

(1− ϕ)2,5(1− ϕ+ ϕρs/ρf )
f ′′′ + ff ′′ − f ′2 + 1 +

M

1− ϕ+ ϕρs/ρf
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1− ϕ+ ϕρs/ρf
λθ = 0; (8)

knf/kf

1− ϕ+ ϕ(ρCp)s/(ρCp)f
θ′′ + Pr (fθ′ − f ′θ) = 0 (9)

с граничными условиями

f(0) = Vw, f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1; (10)

θ(0) = 1, θ(∞) = 0. (11)

Здесь штрих обозначает дифференцирование по η; M = σB2
0/(ρfa) — параметр магнитно-

го поля; f(0) = Vw = −V ∗
w/(νfa)

1/2 — константа (значения Vw > 0 соответствуют отсосу,
Vw < 0 — вдуву); при M = 0 (магнитное поле отсутствует), Vw = 0 (пластина непрони-
цаема) и ϕ = 0 (наночастицы отсутствуют) уравнения (8)–(11) сводятся к уравнениям,
полученным в [2] для произвольной температуры поверхности при n = 1; Pr = νf/αf —
число Прандтля; λ — параметр плавучести, или параметр смешанной конвекции:

λ =
Grx

Re2
x

= gβf
b

a2
, Grx = gβf (Tw − T∞)

x3

ν2
f

, Rex =
Ux

νf
,

Grx, Rex — локальные числа Грасгофа и число Рейнольдса соответственно. Заметим, что
значения λ > 0 соответствуют “способствующему” потоку, λ < 0 — “препятствующе-
му” потоку, значение λ = 0 соответствует случаю, когда сила плавучести отсутствует
(принудительная конвекция).

Коэффициент поверхностного трения Cf и локальное число Нуссельта Nux задаются

формулами

Cf =
τw

ρfU2/2
, Nux =

xqw
kf (Tw − T∞)

,

сдвиговое напряжение на стенке τw и поток тепла на стенке qw — формулами

τw = µnf

(∂u
∂y

)∣∣∣
y=0

, qw = −knf

(∂T
∂y

)∣∣∣
y=0

.

Используя автомодельные переменные (7), получаем

Cf Re
1/2
x =

2

(1− ϕ)2,5
f ′′(0), Re

−1/2
x Nux = −

knf

kf
θ′(0).
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2. Аналитическое решение. Для того чтобы применить метод гомотопического

анализа, преобразуем определяющие уравнения (8), (9) следующим образом:

A1f
′′′ + ff ′′ − f ′2 + 1 + A2M(1− f ′) + A3λθ = 0, A4θ

′′ + Pr (fθ′ − f ′θ) = 0.

Здесь

A1 =
1

(1− ϕ)2,5(1− ϕ+ ϕρs/ρf )
, A2 =

1

1− ϕ+ ϕρs/ρf
,

A3 =
1− ϕ+ ϕ(ρs/ρf )(βs/βf )

1− ϕ+ ϕρs/ρf
, A4 =

knf/kf

1− ϕ+ ϕ(ρCp)s/(ρCp)f
.

Представим функции f(η) и θ(η) с помощью базисных функций {ηk e−nη: k > 0, n > 0}
в виде

f(η) = a0,0 +
∞∑

k=0

∞∑
n=1

ak,nη
k e−nη, θ(η) =

∞∑
k=0

∞∑
n=0

bk,nη
k e−nη (12)

(ak,n, bk,n — коэффициенты). В качестве начальных приближений f(η) и θ(η) выберем
функции

f0(η) = Vw − 1 + η + e−η, θ0(η) = e−η .

Введем вспомогательные линейные операторы

L1[f ] = f ′′′ − f ′, L2[θ] = θ′′ − θ,

удовлетворяющие условиям

L1[c1 + c2 eη + c3 e−η] = 0, L2[c4 eη + c5 e−η] = 0

(ci (i = 1, . . . , 5) — константы).
Построим уравнения деформации нулевого порядка в виде

(1− p)L1[f̂(η; p)− f0(η)] = phN1[f̂(η; p), θ̂(η; p)],

(1− p)L2[θ̂(η; p)− θ0(η)] = phN2[f̂(η; p), θ̂(η; p)];
(13)

f̂(0; p) = Vw, f̂ ′(0; p) = 0, f̂ ′(∞; p) = 1, θ̂(0; p) = 1, θ̂(∞; p) = 0,

где N1, N2 — нелинейные операторы:

N1[f̂(η; p), θ̂(η; p)] = A1
∂3f̂(η; p)

∂η3
+ f̂(η; p)

∂2f̂(η; p)

∂η2
−

(∂f̂(η; p)

∂η

)2
+

+ 1 + A2M
(
1− ∂f̂(η; p)

∂η

)
+ A3λθ̂(η; p),

N2[f̂(η; p), θ̂(η; p)] = A4
∂2θ̂(η; p)

∂η2
+ Pr

(
f̂(η; p)

∂θ̂(η; p)

∂η
− ∂f̂(η; p)

∂η
θ(η; p)

)
,

p ∈ [0, 1] — параметр вложения; h — ненулевой вспомогательный параметр. Очевидно,
что при p = 0 и p = 1 уравнения (13) имеют следующие решения:

f̂(η; 0) = f0(η), f̂(η; 1) = f(η),

θ̂(η; 0) = θ0(η), θ̂(η; 1) = θ̂(η).
(14)
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Поскольку значение p изменяется в диапазоне от 0 до 1, функции f̂(η; p) и θ̂(η; p) изменя-
ются от f0(η), θ0(η) до f(η), θ(η). С использованием теоремы Тейлора и с учетом уравне-
ний (14) получаем

f̂(η; p) = f0(η) +
+∞∑
m=1

fm(η)pm, fm(η) =
1

m!

∂mf̂(η; p)

∂pm

∣∣∣
p=0

,

θ̂(η; p) = θ0(η) +
+∞∑
m=1

θm(η)pm, θm(η) =
1

m!

∂mθ̂(η; p)

∂pm

∣∣∣
p=0

.

(15)

Сходимость ряда (15) существенно зависит от вспомогательного параметра h. Если пара-
метр h выбран таким образом, что ряд (15) сходится при p = 1, то в силу уравнений (14)
имеем

f(η) = f0(η) +
+∞∑
m=1

fm(η), θ(η) = θ0(η) +
+∞∑
m=1

θm(η).

Чтобы построить уравнения деформации m-го порядка, продифференцируем уравне-
ния (13) по p m раз, разделим на m!, а затем положим p = 0. Полученные в результате
уравнения деформации m-го порядка имеют вид

L1[fm(η)− χmfm−1(η)] = hR1,m(η),

L2[θm(η)− χmθm−1(η)] = hR2,m(η);
(16)

fm(0) = 0, f ′m(0) = 0, f ′m(∞) = 0,

θm(0) = 0, θm(∞) = 0,
(17)

где

R1,m(η) = A1f
′′′
m−1(η) +

m−1∑
n=0

[fn(η)f ′′m−1−n(η)− f ′n(η)f ′m−1−n(η)] +

+ 1− χm + A2M(1− f ′m−1(η)) + A3λθm−1(η),

R2,m(η) = A4θ
′′
m−1(η) + Pr

m−1∑
n=0

[fn(η)θ′m−1−n(η)− f ′n(η)θm−1−n(η)],

χm =

{
0, m 6 1,

1, m > 1.

Обозначим через f∗m(η) и θ∗m(η) частные решения уравнений (16), (17). Общие решения
этих уравнений имеют вид

fm(η) = f∗m(η) + c1 + c2 eη + c3 e−η, θm(η) = θ∗m(η) + c4 eη + c5 e−η,

где коэффициенты ci, i = 1, . . . , 5 определяются граничными условиями (17):

c2 = c5 = 0, c1 = −c3 − f∗m(0), c3 =
∂f∗m(η)

∂η

∣∣∣
η=0

, c4 = −θ∗m(0).

На рис. 2 приведены зависимости f ′′′(0) и θ′′(0), полученные для приближения 12-го
порядка. Из рис. 2 следует, что значения h, при которых ряды (12) сходятся, находятся в
диапазоне −0,7 6 h 6 −0,2.
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Рис. 2. h-кривые для функций f ′′′(0) (1) и θ′′(0) (2), полученные при аппрокси-
мации 12-го порядка для наножидкости Cu — вода при Pr = 6,2, λ = 1, ϕ = 0,2,
M = 1, Vw = 0,1

3. Результаты исследования и их обсуждение. В табл. 2 приведены значения
безразмерного коэффициента поверхностного трения f ′′(0) и локального числа Нуссель-
та −θ′(0) при ϕ = 0 и различных значениях Pr. Из табл. 2 следует, что результаты,
полученные в данной работе, хорошо согласуются с результатами работ [2–5].

В табл. 3 приведены значения коэффициента поверхностного трения Re
1/2
x Cf и локаль-

ного числа Нуссельта Nux Re
−1/2
x при различных значениях объемной доли наночастиц ϕ.

Для проверки точности решения, полученного с использованием метода гомотопического
анализа, приведены результаты численных расчетов, полученные методом пристрелки в
сочетании со схемой Рунге — Кутты. Из табл. 3 следует, что все эти результаты хорошо
согласуются.

В табл. 4 приведены значения коэффициента поверхностного трения Re
1/2
x Cf и локаль-

ного числа Нуссельта Nux Re
−1/2
x при различных значениях ϕ, M , Vw для наножидкости

Cu — вода. Из табл. 4 следует, что при увеличении ϕ, M , Vw значения коэффициента

поверхностного трения и локального числа Нуссельта увеличиваются и в случае “способ-
ствующего” потока, и в случае “препятствующего” потока.

На рис. 3 представлены профили скорости и температуры приM = 1,0, λ = 1 и различ-
ных значениях ϕ. Видно, что с увеличением ϕ толщина пограничного слоя уменьшается,
в то время как толщина теплового граничного слоя увеличивается. Следует отметить, что
при ϕ = 0,1 профиль скорости близок к профилю при ϕ = 0,2. Таким образом, с увеличени-
ем количества наночастиц влияние объемной доли наночастиц на скорость уменьшается.

На рис. 4 представлены профили скорости и температуры при ϕ = 0,2, Vw = 0,1, λ = 1.
Видно, что при увеличении M толщина пограничного слоя и толщина теплового погра-

ничного слоя уменьшаются. Следовательно, коэффициент поверхностного трения Re
1/2
x Cf

и локальное число Нуссельта Nux Re
−1/2
x увеличиваются при увеличенииM . Влияние маг-

нитного поля на температуру является менее существенным по сравнению с его влиянием

на скорость.
На рис. 5 показаны профили скорости и температуры при M = 1, λ = 1 и различных

значениях Vw. Видно, что при отсосе как скорость, так и толщина теплового пограничного
слоя уменьшаются, в то время как при вдуве они увеличиваются.
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Та бли ц а 4

Значения коэффициента поверхностного трения и локального числа Нуссельта

при различных значениях ϕ, M , Vw для наножидкости Cu — вода

ϕ M Vw

λ = 1 λ = −1

Re1/2
x Cf Nux Re−1/2

x Re1/2
x Cf Nux Re−1/2

x

0 1,00 0,10 3,7622 2,0993 2,7810 1,9887
0,05 1,00 0,10 4,4109 2,2800 3,4155 2,1755
0,10 1,00 0,10 5,1047 2,4590 4,0888 2,3593
0,15 1,00 0,10 5,8600 2,6387 4,8181 2,5422
0,20 1,00 0,10 6,6956 2,8202 5,6220 2,7270

0,20 0,00 0,10 6,1135 2,7683 4,9669 2,6621
0,20 1,00 0,10 6,6956 2,8202 5,6220 2,7270
0,20 2,00 0,10 7,2281 2,8644 6,2114 2,7807
0,20 3,00 0,10 7,7216 2,9028 6,7514 2,8265
0,20 4,00 0,10 8,1837 2,9368 7,2524 2,8664

0,20 1,00 0 6,4217 2,4614 5,3002 2,3571
0,20 1,00 0,10 6,6956 2,8202 5,6220 2,7270
0,20 1,00 0,20 6,9790 3,2062 5,9539 3,1230
0,20 1,00 0,30 7,2728 3,6163 6,2954 3,5429
0,20 1,00 0,40 7,5766 4,0483 6,6455 3,9838
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Рис. 3. Профили скорости f ′(η) (а) и температуры θ′(η) (б) при Pr = 6,2, M = 1,
Vw = 0,1, λ = 1 и различных значениях ϕ:
1 — ϕ = 0, 2 — ϕ = 0,1, 3 — ϕ = 0,2

На рис. 6 показано влияние параметра плавучести λ на скорость и температуру. Вид-
но, что наибольшие толщины пограничного и теплового пограничного слоев имеют место
в случае “препятствующего” потока, в то время как наименьшие — в случае “способству-
ющего” потока. Следует отметить, что при больших значениях параметра смешанной
конвекции λ наличие “способствующего” потока приводит к увеличению скорости вблизи
стенки. Из рис. 6,a следует, что в случае “препятствующего” потока (λ < 0) при умень-
шении параметра λ скорость в пограничном слое существенно уменьшается, при малых
значениях λ вблизи поверхности возникает обратное течение. Влияние величины λ на тем-
пературу является менее существенным.
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Рис. 4. Профили скорости f ′(η) (а) и температуры θ′(η) (б) при Pr = 6,2,
ϕ = 0,2, Vw = 0,1, λ = 1 и различных значениях M :
1 — M = 0, 2 — M = 2, 3 — M = 4, 4 — M = 6, 5 — M = 8
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Рис. 5. Профили скорости f ′(η) (а) и температуры θ′(η) (б) при Pr = 6,2,
ϕ = 0,2, M = 1, λ = 1 и различных значениях Vw:
сплошная линия— непроницаемая пластина,штриховые— проницаемая пластина (1 —
Vw = −0,8, 2 — Vw = −0,4, 3 — Vw = −0,2, 4 — Vw = 0,2, 5 — Vw = 0,4, 6 — Vw = 0,8)

Влияние числа Прандтля на скорость и температуру жидкости, содержащей наноча-
стицы Cu, показано на рис. 7. Видно, что с увеличением числа Прандтля толщина погра-
ничного слоя увеличивается, в то время как температура уменьшается. Как и следовало
ожидать, влияние числа Прандтля на температуру является более существенным по срав-
нению с его влиянием на скорость. При больших числах Прандтля (например, Pr = 50)
толщина пограничного слоя больше толщины теплового пограничного слоя (см. рис. 7),
в то время как при малых числах Прандтля (Pr = 0,02) — меньше.

На рис. 8 приведены профили скорости и температуры для различных типов наножид-
кости. Видно, что скорость и температура слабо зависят от материала наночастиц, если
их объемная доля мала. Для наножидкости Cu — вода пограничный и тепловой погранич-
ный слои имеют наименьшую толщину. Это обусловлено тем, что Cu имеет наибольшую
теплопроводность по сравнению с другими рассмотренными частицами наножидкости.На-
ночастицы Cu имеют большую температуропроводность (по сравнению с Al2O3 и TiO2),
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Рис. 6. Профили скорости f ′(η) (а) и температуры θ′(η) (б) при Pr = 6,2,
ϕ = 0,2, M = 1, Vw = 0,1 и различных значениях λ:
сплошная линия— непроницаемая пластина,штриховые— проницаемая пластина (1 —
λ = −20, 2 — λ = −10, 3 — λ = −2, 4 — λ = 2, 5 — λ = 10, 6 — λ = 20)
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Рис. 7. Профили скорости f ′(η) (а) и температуры θ′(η) (б) при λ = 1,0, ϕ = 0,2,
M = 1, Vw = 0,1 и различных значениях Pr:
сплошная линия— непроницаемая пластина,штриховые— проницаемая пластина (1 —
Pr = 0,02, 2 — Pr = 0,2, 3 — Pr = 0,72, 4 — Pr = 1,5, 5 — Pr = 2,5, 6 — Pr = 4,0, 7 —
Pr = 6,2, 8 — Pr = 10,0, 9 — Pr = 20,0, 10 — Pr = 50,0)

вследствие чего градиент температуры в наножидкости с этими частицами меньше, чем
в наножидкостях с частицами Al2O3 и TiO2.

4. Выводы. В работе с использованием метода гомотопического анализа получены
аналитические решения для стационарного ламинарного смешанно-конвективного тече-
ния в пограничном слое наножидкости вблизи вертикальной проницаемой плоской пла-
стины под влиянием магнитного поля. Для всех рассмотренных типов наночастиц (оксид
алюминия, оксид титана, оксид меди) и воды в качестве базовой жидкости наблюдается
увеличение коэффициента поверхностного трения и локального числа Нуссельта с увели-
чением объемной доли наночастиц. Коэффициент поверхностного трения и скорость пере-
носа тепла на поверхности являются наибольшими для наножидкости Cu — вода. Следует
отметить, что тип наножидкости оказывает существенное влияние на теплоперенос. Наи-
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Рис. 8. Профили скорости f ′(η) (а) и температуры θ′(η) (б) при Pr = 6,2,
λ = 1,0, ϕ = 0,2, M = 1, Vw = 0,1 для различных наножидкостей:
1 — Al2O3 — вода, 2 — TiO2 — вода, 3 — Cu — вода

большие толщины пограничного и теплового пограничного слоев имеют место в случае

“препятствующего” потока, в то время как наименьшие — в случае “способствующего”
потока.
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