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Введение

В настоящей работе рассматривается одномерная нелинейная постановка обратной
граничной задачи теплообмена. Приближенное решение строится методом вспомогатель-
ных граничных условий, который состоит в замене неустойчивой исходной задачи устой-
чивой задачей с “малым” параметром в граничных условиях. Получена точная по по-
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рядку оценка погрешности построенного приближенного решения на одном из классов
корректности обратной граничной задачи.

Для исследования рассмотренного метода приближенного решения на оптимальность
основную роль играет модуль непрерывности обратного оператора, техника вычисления
которого хорошо известна для широкого класса линейных задач [1–3], но недостаточно
разработана в нелинейном случае.

В настоящей работе получены двусторонние оценки норм решений нелинейной за-
дачи через нормы решений соответствующей линейной задачи, что позволяет получить
двусторонние оценки модуля непрерывности для нелинейной обратной задачи.

Доказана оптимальность по порядку метода вспомогательных граничных условий с
выбором параметра регуляризации по схеме М.М. Лаврентьева на рассмотренном классе
корректности.

Важные классы нелинейных обратных задач и методы их решения рассмотрены, на-
пример, в [6–13].

Метод вспомогательных граничных условий для неустойчивых задач, связанных с
линейными дифференциально-операторными уравнениями, подробно исследован в [5].

Вопросы теплообмена имеют особое значение в таких областях техники, как авиа-
ционная и ракетно-космическая техника, энергетика, металлургия. При этом большое
значение имеют экспериментальные исследования, стендовая и натурная отработка теп-
ловых режимов, создание эффективных методов диагностики и идентификации тепло-
обменных процессов по результатам экспериментов и испытаний. В основу этих методов
могут быть положены решения обратных задач теплообмена, причем в ряде случаев об-
ратные задачи являются практически единственным средством получения необходимых
результатов. Методы обратных задач обладают высокой информативностью и позволяют
проводить экспериментальные исследования в условиях, максимально приближенных к
натурным.

Диагностика и идентификация процессов теплообмена могут быть связаны с реше-
нием обратных задач различных типов, однако граничные обратные задачи — это один
из наиболее важных и распространенных в тепловом моделировании классов задач. Гра-
ничные обратные задачи представляют и методический интерес, так как задачи данно-
го типа, по сравнению с коэффициентными и геометрическими задачами, как правило,
имеют большую склонность к искажению результатов, связанную с некорректностью по-
становок, априорная информация о точном решении граничных обратных задач бывает
ограниченной [14]. При исследовании тепловых процессов высокой интенсивности особое
значение имеет учет эффектов, связанных с нелинейностью процесса.

Рассмотренная в данной работе одномерная постановка обратной граничной задачи
является основной расчетной моделью, для которой должны быть построены эффектив-
ные методы обработки экспериментальных данных.

1. Постановка задачи

Рассмотрим граничную обратную задачу, т. е. задачу восстановления функции
h(t) = u(l, t) (граничного условия), где h(t) ∈ L2[0,∞), u(x, t) ∈ C([0; l];L2[0;∞)) ∩
C2((0; l); W 1,0

2 [0;∞)) удовлетворяет условиям

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(u), u(x, 0) = 0, ux(0, t) = 0 (1)
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и дополнительному условию u(0, t) = ϕ(t). Здесь ϕ(t) ∈ L2[0,∞) — заданная функция,
f : L2[0,∞)→ L2[0,∞) — отображение, удовлетворяющее условию Липшица: для любых
элементов z1, z2 ∈ L2[0,∞) ‖f(z1)−f(z2)‖L2[0,∞) ≤ L‖z1−z2‖L2[0,∞). Задача (1) поставлена
некорректно. Пусть вместо точных значений ϕ(t) известны δ-приближения ϕδ и уровень
погрешности δ > 0 такие, что ‖ϕδ − ϕ‖ ≤ δ. Требуется по исходным данным задачи
построить приближенное решение и оценить его уклонение от точного решения.

2. Оценка модуля непрерывности
для полулинейной обратной задачи

2.1. “Прямая” задача для параболического уравнения

Рассмотрим краевую задачу для полулинейного уравнения, т. е. задачу вычисления
функции u(x, t) ∈ C([0; l]; L2[0;∞)) ∩ C2((0; l); W 1,0

2 [0;∞)), такой, что

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(u(x, t)); t ∈ (0;∞), u(x, 0) = 0, u(l, t) = h(t), ux(0, t) = 0, (2)

где h(t) ∈ L2[0;∞) — заданная функция. Здесь f : L2[0;∞) → L2[0;∞) — отображение,
удовлетворяющее условию Липшица. В “прямой” задаче требуется определить функцию
ϕ(t) = u(0, t), где u(x, t) удовлетворяет условиям (2).

Рассмотрим следующие линейные нормированные пространства: L2[0,∞) — про-
странство функций, суммируемых с квадратом, принимающих действительные значе-
ния, Φ — пространство комплекснозначных функций f̃(s), определенных на полупрямой
s ∈ (0;∞), допускающих аналитическое продолжение в полуплоскость Imz < 0, и таких,
что

∫ +∞
−∞ |f̃(s+ iσ)|2ds < C при всех σ < 0. Рассмотрим преобразование Фурье

f̃(λ)=Ff=
1√
2π

∞∫
0

e−iλtf(t) dt=
1√
2π

∞∫
−∞

e−iλtψ(t) dt = ψ̃(λ), (3)

где ψ(t)=

{
f(t), t ≥ 0,
0, t < 0.

Выполняется следующая теорема [15].

Теорема 1. Класс функций Φ совпадает с классом функций, представимых в виде
f̃(λ) = 1√

2π

∫∞
0 e−iλtf(t) dt, где интеграл сходится в среднем и

∫∞
0 |f(t)|2 dt <∞.

Рассмотрим равенство Парсеваля
∫∞

0 |f(t)|2 dt =
∫ +∞
−∞ |f̃(λ)|2 dλ. Так как, очевид-

но, для функции f(t) с действительными значениями выполняется равенство f̃(−λ) =

f̃(λ), то из равенства Парсеваля следует
∫∞

0 |f(t)|2 dt = 2
∫ +∞

0 |f̃(λ)|2 dλ. Рассмотрим в

пространстве Φ норму ‖f̃‖Φ =
( ∫∞

0 |f̃ |
2(λ) dλ

) 1
2 . Из равенства Парсеваля следует, что

линейный оператор F0 : L2[0,∞) → Φ, действующий по правилу F0f = 1√
2
f̃(λ) =

1
2
√
π

∫∞
0 e−iλtf(t) dt, является изометрией. Рассмотрим обратное преобразование Фурье

на прямой. Из (3) следует
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ψ(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

eiλtψ̃(λ) dλ =
1√
2π

 0∫
−∞

eiλtψ̃(λ) dλ+

∞∫
0

eiλtψ̃(λ) dλ


=

√
2

π
Re

∞∫
0

eiλtψ̃(λ) dλ =

√
2

π
Re

∞∫
0

eiλtf̃(λ) dλ.

Следовательно, f(t) = F1f̃ , где оператор F1 : Φ → L2[0,∞) действует по правилу

F1f̃ = F−1f̃ =
√

2

π
Re
∫∞

0 eλtf̃(λ) dλ. Пусть f : L2[0;∞) → L2[0;∞) — отображение,
удовлетворяющее условию Липшица. Обозначим через g оператор, действующий в про-
странстве Φ по правилу g(z̃) = 1√

2π

∫∞
0 f(z(t))e−iλtdt = F (f(F−1z̃)). Так как оператор

F0 : L2[0;∞)→ Φ изометричен, то

‖g(z̃1)− g(z̃2)‖Φ =
1√
2
‖f(z1)− f(z2)‖L2[0;∞) ≤

1√
2
L‖z1 − z2‖L2[0;∞) = L‖z̃1 − z̃2‖Φ,

т. е. отображение g : Φ → Φ удовлетворяет условию Липшица. Применяя к задаче (2)
преобразование Фурье, получим следующую краевую задачу для нелинейного уравне-
ния:

ũxx(x, λ) = iλũ(x, λ)− g(ũ(x, λ)); ũx(0, λ) = 0; ũ(l, λ) = h̃(λ).

Полученная краевая задача для обыкновенного дифференциального уравнения стан-
дартным способом сводится к интегральному уравнению

ũ(x, λ) =
chµ0

√
λx

chµ0

√
λl
h̃(λ) +

l∫
0

Gl(x, ξ, λ)g(ũ(ξ, λ)) dξ, (4)

G(x, ξ, λ) = Gl(x, ξ, λ) =
1

w(l, λ)

{
chµ0

√
λx shµ0

√
λ(ξ − l), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l,

chµ0

√
λξ shµ0

√
λ(x− l), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l,

где w(l, λ) = −µ0

√
λ chµ0

√
λl, µ0 =

1 + i√
2
. Выполняется

Теорема 2. Пусть отображение g : Φ → Φ удовлетворяет условию Липшица с по-
стоянной L, такой, что

√
2Ll2 < 1. Тогда уравнение (4) имеет единственное решение

ũ(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ) для любой функции h̃(λ) ∈ Φ.

Доказательство. Пусть h̃(λ) ∈ Φ, ũ(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ). Рассмотрим отображение, опре-
деленное по правилу

Bũ(x, λ) =
chµ0

√
λx

chµ0

√
λl
h̃(λ) +

l∫
0

Gl(x, ξ, λ)g(ũ(ξ, λ)) dξ. (5)

Покажем, что Bũ(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ) для любой функции ũ(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ), т. е.
B : C([0; l]; Φ) → C([0; l]; Φ). Рассмотрим функцию Z̃(x, λ) =

∫ l
0 Gl(x, ξ, λ)g(ũ(ξ, λ)) dξ.

Покажем, что Z̃(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ) для любой функции ũ(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ). Действи-
тельно, g(ũ(ξ, λ)) ∈ C([0; l]; Φ), и при всех 0 ≤ x ≤ l и ∆x, таких, что 0 ≤ x+ ∆x ≤ l,
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‖Z̃(x+ ∆x, λ)− Z̃(x, λ)‖2Φ ≤
l∫

0

‖(Gl(x+ ∆x, ξ, λ)−Gl(x, ξ, λ))g(ũ(ξ, λ))‖2Φ dξ

≤ l sup
0≤ξ≤l

‖(Gl(x+ ∆x, ξ, λ)−Gl(x, ξ, λ))g(ũ(ξ, λ))‖2Φ.

Рассмотрим элементарные неравенства

|chµ0

√
λx|2 = ch2

√
λ

2
x cos2

√
λ

2
x+ sh2

√
λ

2
x sin2

√
λ

2
x ≤ e

√
2λx;

(6)

|chµ0

√
λx|2 ≥ e

√
2λx

4
; |shµ0

√
λx|2 = sh2

√
λ

2
x+ sin2

√
λ

2
x ≤ e

√
2λx.

С учетом (6) имеем неравенство (для определенности рассмотрим случай x ≤ ξ)

|G(x, ξ, λ)|2 =
| chµ0

√
λx|2| shµ0

√
λ(ξ − l)|2

λ| chµ0

√
λl|2

≤ 4e
√

2λx

e
√

2λl

sh2
√

λ
2 (l − ξ) + sin2

√
λ
2 (l − ξ)

λ

≤ 4
sh2
√

λ
2 (l − ξ) + sin2

√
λ
2 (l − ξ)

e
√

2λ(l−x)λ
≤ 4

sh2
√

λ
2 (l − ξ) + sin2

√
λ
2 (l − ξ)

e
√

2λ(l−ξ)λ
. (7)

Обозначим s =
√

λ
2 (l − ξ), s ≥ 0. Из неравенства (7) следует, что при 0 ≤ x, ξ ≤ l, λ ≥ 0

|G(x, ξ, λ)|2 ≤ 2l2
sh2 s+ sin2 s

s2e2s
. (8)

Рассмотрим функцию r(s) =
sh s

ses
=

1− e−2s

2s
, r(0) = 1. Вычисляя наибольшее значение

функции r(s) на луче s ∈ [0,∞), убедимся, что r(s) ≤ 1 при s ∈ [0,∞). Рассмотрим
функцию q(s) =

sin s

ses
, q(0) = 1. Так как критические точки sk функции q(s) удовлетво-

ряют условию sin sk
sk

=
cos sk
sk + 1

, то значения функции в критических точках удовлетворяют

условию |q(sk)| =
| sin sk|
skesk

=
| cos sk|

(sk + 1)esk
< 1. Учитывая, что q(s) → 0 при s → +∞, убеж-

даемся, что q(s) ≤ 1 при s ≥ 0. Следовательно, в силу неравенства (8) |G(x, ξ, λ)| ≤
√

2l.
Таким образом, при 0 ≤ x, ξ ≤ l, λ ≥ 0

|(Gl(x+ ∆x, ξ, λ)−Gl(x, ξ, λ))g(ũ(ξ, λ))|2 ≤ 8 l2|g(ũ(ξ, λ))|2,

следовательно, интеграл
∫∞

0 |(Gl(x+ ∆x, ξ, λ)−Gl(x, ξ, λ))g(ũ(ξ, λ))|2dλ сходится равно-
мерно по 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ ξ ≤ l, ∆x, для которых 0 ≤ x + ∆x ≤ l. Следовательно, для
любого ε > 0 найдется α > 0, такое, что при всех A > α, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ ξ ≤ l, ∆x, для
которых 0 ≤ x+ ∆x ≤ l,

∞∫
A

|(Gl(x+ ∆x, ξ, λ)−Gl(x, ξ, λ))g(ũ(ξ, λ))|2dλ < ε.

Так как G(x, ξ, λ) равномерно непрерывна на множестве 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ ξ ≤ l, 0 ≤ λ ≤ A,
то по заданному числу ε > 0 можно указать δ > 0, такое, что при всех 0 ≤ x ≤ l,
0 ≤ ξ ≤ l, |∆x| < δ, для которых 0 ≤ x + ∆x ≤ l, |Gl(x + ∆x, ξ, λ) − Gl(x, ξ, λ)| < ε.
Следовательно,
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A∫
0

|(Gl(x+ ∆x, ξ, λ)−Gl(x, ξ, λ))g(ũ(ξ, λ))|2 dλ ≤ ε2‖g(ũ(ξ, λ))‖2C([0;l];Φ),

‖Z̃(x+ ∆x, λ)− Z̃(x, λ)‖2Φ ≤ ε2 + ε2‖g(ũ(ξ, λ))‖2C([0;l];Φ).

Рассмотрим отображение B : C([0; l]; Φ) → C([0; l]; Φ), заданное равенством (5). Пока-
жем, что отображение B является сжимающим. Оценим норму:

‖Bũ1(x, λ) − Bũ2(x, λ)‖C([0;l];Φ) ≤
l∫

0

‖Gl(x, ξ, λ)(g(ũ1(ξ, λ))− g(ũ2(ξ, λ)))‖C([0;l];Φ) dξ

≤ sup{|G(x, ξ, λ)| : x, ξ ∈ [0, l], λ ≥ 0}L
l∫

0

‖ũ1(ξ, λ)− ũ2(ξ, λ)‖Φ dξ

≤
√

2Ll

l∫
0

‖ũ1(ξ, λ)− ũ2(ξ, λ)‖Φ dξ ≤
√

2Ll2‖ũ1(ξ, λ)− ũ2(ξ, λ)‖C([0;l];Φ).

Следовательно, отображение B при условии
√

2Ll2 < 1 является сжимающим в про-
странстве C([0; l]; Φ) и имеет единственную неподвижную точку в данном пространстве,
т. е. уравнение (4) имеет единственное решение ũ(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ).

Гладкость решений уравнения (4) исследуется в следующей теореме.

Теорема 3. Пусть h(t) ∈ L2[0,∞), ũ(x, λ) — решение уравнения (4). Тогда функция
u(x, t) = F−1(ũ(x, λ)) удовлетворяет условиям (2).

Доказательство. Рассмотрим функцию Ỹ (x, λ) =
chµ0

√
λx

chµ0

√
λl
h̃(λ). Покажем, что функ-

ция Y (x, λ) = F−1(Ỹ (x, λ)) удовлетворяет условиям

∂Y

∂t
=
∂2Y

∂x2
, Y (x, 0) = 0, Y ′x(0, t) = 0, Y (l, t) = h(t). (9)

Из неравенств (6 ) следует неравенство

|Ỹ (x, λ)| ≤ 2e

√
λ
2
x

e

√
λ
2
l
|h̃(λ)|. (10)

Так как h(t) ∈ L2[0,∞), то из (10) следует, что Ỹ (x, λ), λỸ (x, λ) ∈ Φ
⋂
L1[0,∞) при

0 < x < l. Следовательно, по свойству дифференцирования образа для обратного преоб-
разования F1 функция Y (x, t) дифференцируема по t и

Y ′t (x, t) =

√ 2

π
Re

∞∫
0

Ỹ (x, λ)eiλtdλ

′
t

=

√
2

π
Re

∞∫
0

iλỸ (x, λ)eiλtdλ = F−1(iλỸ (x, λ)).

Так как Ỹ (x, λ), λỸ (x, λ) ∈ L1[0,∞) при 0 < x < l, то по теореме Римана–Лебега для
случая неограниченного промежутка
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Y (x, t) =

√
2

π
Re

∞∫
0

Ỹ (x, λ)eiλtdλ→ 0 (11)

при t→∞ при каждом x ∈ (0, l). Рассмотрим равенство

∞∫
0

Y ′t (x, t)e−iλt dt = Y (x, t)e−iλt
∣∣∞
t=0

+ iλ

∞∫
0

Y (x, t)e−iλt dt = iλỸ (x, λ)

или
lim

t→+∞
Y (x, t)e−iλt − Y (x, 0) = 0. (12)

Из равенства (12) с учетом (11) следует Y (x, 0) = 0. Пусть 0 < x < l. Вычислим вторую
производную Y ′′xx. Так как выполняется неравенство

|Ỹ ′′xx(x, λ)eiλt| = λ
| chµ0

√
λx|

| chµ0

√
λl|
|h̃(λ)| ≤ λe

√
λ
2

(x−l)|h̃(λ)|

при всех x ∈ [0, l], то интеграл
∫∞

0 λỸ (x, λ)eiλtdλ сходится равномерно по x на произ-
вольном промежутке (x− δ, x+ δ) ⊂ (0, l) и

F−1(Ỹ ′′xx) =

√
2

π
Re

∞∫
0

iλỸ (x, λ)eiλtdλ =
(
F−1(Ỹ )

)′′
xx

= Y ′′xx = F−1(iλỸ ) = Y ′t .

Следовательно, функция Y (x, t) удовлетворяет условиям (9).
Рассмотрим функцию

Z̃(x, λ)=

l∫
0

Gl(x, ξ, λ)g(ũ(ξ, λ)) dξ.

Покажем, что функция Z(x, t)=F−1(Z̃(x, λ)) удовлетворяет условиям

∂Z

∂t
=
∂2Z

∂x2
+ f(u), Z(x, 0) = 0, Z(l, t) = 0, Zx(0, t) = 0. (13)

Рассмотрим функцию K̃(x, ξ, λ) = Gl(x, ξ, λ)g(ũ(ξ, λ)). Из неравенств (6) следует, что
при всех x, ξ ∈ [0, l], x 6= ξ

|K̃(x, ξ, λ)| ≤ 2e
−
√
λ
2
|x−ξ|

√
λ

|g(ũ(ξ, λ))|.

Заметим, что K̃(x, ξ, λ) удовлетворяет условиям

K̃ ′′xx = iλK̃ (ξ 6= x),

K̃ ′ξ(0, ξ, λ) = 0; K̃(l, ξ, t) = 0; K̃ ′x(x, x− 0, λ)− K̃ ′x(x, x+ 0, λ) = −g(ũ(x, λ).

Аналогично исследованию свойств функции Y (x, t), применяя свойства прямого и обрат-
ного преобразования Фурье, убедимся, что K(x, ξ, t) удовлетворяет условиям
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∂K

∂t
=
∂2K

∂x2
(ξ 6= x); K(x, ξ, 0) = 0; K(l, ξ, t) = 0; K ′x (0, ξ, t) = 0;

K ′x(x, x− 0, t)−K ′x(x, x+ 0, t) = −f(u(x, t)).

Заметим, что |G(x, ξ, λ)| ≤ 2√
λ
e
−
√
λ
2

(x−ξ) при 0 < ξ < x. По теореме о среднем

[16, с. 16, 17]
∫ l

0 g
2(ũ(ξ, λ)) dξ = g2

0l, где g2
0 ∈ Φ — элемент замкнутой выпуклой обо-

лочки значений функции g2(ũ(ξ, λ)) при ξ ∈ [0, l]. Следовательно, с учетом неравенства
Коши–Буняковского выполняется неравенство

|Z̃(x, λ)|2 ≤ 8 g2
0l

λ

x∫
0

√
λe
−2

√
λ
2

(x−ξ)
dξ =

4
√

2g2
0

λ
3
2

(
1− e−2

√
λ
2
x
)
.

Следовательно, существует интеграл
∫

[0,l]×[0,∞) K̃(x, ξ, λ) dξ dλ, и по теореме Фубини

F

 l∫
0

K(x, ξ, t) dξ

 =

l∫
0

K̃(x, ξ, λ) dξ,

то есть

F−1(Z̃) =

l∫
0

K̃(x, ξ, λ) dx = Z(x, t).

Так как K̃, λK̃ ∈ C([0; l]; Φ), то существуют интегралы
∫ 1

0 K̃(x, ξ, λ)dξ, λ
∫ 1

0 K̃(x, ξ, λ)dξ.
Так как при x, ξ ∈ (0, l)

‖K ′t(x, ξ + ∆ξ, t)−K ′t(x, ξ, t)‖L2[0,∞) =
√

2 ‖λ(K̃(x, ξ + ∆ξ, λ)− K̃(x, ξ, λ))‖Φ → 0

при ∆ξ → 0, то при любом x ∈ (0, l) K ′t(x, ξ, t) ∈ C([0, l] → L2[0,∞)), и существует
интеграл

∫ l
0 K

′
t(x, ξ, t) dξ. Так как F : L2[0,∞)→ Φ — линейный непрерывный оператор,

то

F

 l∫
0

K ′t(x, ξ, t) dξ

 =

l∫
0

F (K ′t(x, ξ, t)) dξ =

l∫
0

iλK̃(x, ξ, λ) dξ.

Вычислим производные функции Z(x, t):

Z ′′xx =

 l∫
0

K(x, ξ, t)dξ

′′
xx

=

l∫
0

Kxx(x, ξ, t) dξ − f(u(x, t)) =

l∫
0

K ′t(x, ξ, t) dξ − f(u(x, t))

=

 l∫
0

K(x, ξ, t) dξ

′
t

− f(u(x, t));

Z(x, 0) =

l∫
0

K(x, ξ, 0) dξ = 0, Z ′x(0, t) =

l∫
0

K ′x(0, ξ, t) dξ = 0, Z(l, t) =

l∫
0

K(l, ξ, t) dξ = 0.

Таким образом, функция Z(x, t) удовлетворяет условиям (13).
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Рассмотрим соответствующую задаче (2) краевую задачу для линейного параболиче-
ского уравнения, т. е. задачу вычисления функции

v(x, t) ∈ C([0; l];L2[0;∞)) ∩ C2((0; l);W 1,0
2 [0;∞)),

удовлетворяющей условиям

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
; v(x, 0) = 0, vx(0, t) = 0, v(l, t) = h(t). (14)

Применяя к задаче (14) преобразование Фурье, убедимся, что для решения задачи вы-

полняется равенство ṽ(x, λ) =
chµ0

√
λx

chµ0

√
λl
h̃(λ). Для норм решений линейной и нелинейной

краевых задач выполняется лемма.

Лемма. Пусть h1, h2 ∈ L2[0;∞), ϕ1(t) = u1(0, t), ϕ2(t) = u2(0, t), ψ1(t) = v1(0, t),
ψ2(t) = v2(0, t), где u1(x, t), u2(x, t) — соответствующие решения задачи (2), v1(x, t),
v2(x, t) — решения задачи (14). Тогда выполняются неравенства

e−4Ll‖ψ1 − ψ2‖L2[0,∞) ≤ ‖ϕ1 − ϕ2‖L2[0,∞) ≤ eLle
4Ll‖ψ1 − ψ2‖L2[0,∞).

Доказательство. Рассмотрим линейную краевую задачу для произвольного проме-
жутка (0; ξ) ⊂ (0;x), т. е. рассмотрим задачу

∂v

∂t
=
∂2v

∂ξ2
; t ∈ (0;∞), 0 < ξ < x; v(0, ξ, x) = 0; vξ(t, 0, x) = 0, v(t, x, x) = H(t, x) (15)

и соответствующую нелинейную задачу, т. е. задачу

∂u

∂t
=
∂2u

∂ξ2
+ f(u); ξ ∈ (0;x); u(0, ξ, x) = 0, uξ(t, 0, x) = 0, u(t, x.x) = H(t, x). (16)

Обозначим решения “прямых” задач: Φ(x, t)=u(t, 0, x), Ψ(x, t)=v(t, 0, x), где u(t, ξ, x) —
решение задачи (16), v(t, ξ, x) — решение задачи (15). Заметим, что для образа Фурье

решения линейной задачи выполняется равенство Ψ̃(x, λ) =
H̃(x, λ)

chµ0

√
λx
. Из равенствa (4)

следует

H̃1(x, λ)

chµ0

√
λx
− H̃2(x, λ)

chµ0

√
λx

= Φ̃1(x, λ)− Φ̃2(x, λ) +

x∫
0

shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ chµ0

√
λx

(g(ũ1(ξ, x, λ))− g(ũ2(ξ, x, λ)))dξ. (17)

Далее, с учетом неравенств (6)
∞∫

0

∣∣∣∣shµ0

√
λ(x− ξ)

chµ0

√
λx

(g(ũ1(ξ, λ))− g(ũ2(ξ, λ)))

∣∣∣∣2dλ
=

∞∫
0

∣∣∣∣shµ0

√
λ(x− ξ) chµ0

√
λξ

chµ0

√
λx

∣∣∣∣2∣∣∣∣g(ũ1(ξ, x, λ)− g(ũ2(ξ, x, λ))

chµ0

√
λξ

∣∣∣∣2dλ
≤ 4

∞∫
0

∣∣∣∣g(chµ0

√
λξΨ̃1)− g(chµ0

√
λξΨ̃2)

chµ0

√
λξ

∣∣∣∣2dλ.



302 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2018. Т. 21, №3

Из полученного неравенства с учетом условия Липшица следует
∞∫

0

∣∣∣∣shµ0

√
λ(x− ξ)

chµ0

√
λx

(g(ũ1(ξ, λ))− g(ũ2(ξ, λ)))

∣∣∣∣2dλ− 4L2

∞∫
0

|Ψ1(ξ, λ)−Ψ2(ξ, λ)|2 dλ

≤ 4

∞∫
0

∣∣∣∣ 1

chµ0

√
λξ

∣∣∣∣2 ∣∣∣g(chµ0

√
λξΨ̃1)− g(chµ0

√
λξΨ̃2)

∣∣∣2 dλ−
4L2

∞∫
0

∣∣∣∣ 1

chµ0

√
λξ

∣∣∣∣2 ∣∣∣ chµ0

√
λξ
∣∣∣2∣∣∣Ψ1(ξ, λ)−Ψ2(ξ, λ)

∣∣∣2 dλ
≤ 16

∞∫
0

∣∣∣g(chµ0

√
λξΨ̃1)− g(chµ0

√
λξΨ̃2)

∣∣∣2 dλ−
16L2

∞∫
0

∣∣∣ chµ0

√
λξ
∣∣∣2∣∣∣Ψ1(ξ, λ)−Ψ2(ξ, λ)

∣∣∣2 dλ ≤ 0.

Следовательно, для любых x ∈ (0, l), ξ ∈ (0, l)∥∥∥∥∥shµ0

√
λ(x− ξ)

chµ0

√
λx

(g(ũ1(ξ, λ))− g(ũ2(ξ, λ)))

∥∥∥∥∥
Φ

≤ 4L‖Ψ1(ξ, λ)−Ψ2(ξ, λ)‖Φ

и∥∥∥∥∥∥
x∫

0

shµ0

√
λ(x− ξ)

chµ0

√
λx

(g(ũ1(ξ, λ))− g(ũ2(ξ, λ))) dξ

∥∥∥∥∥∥
Φ

≤
x∫

0

∥∥∥∥∥shµ0

√
λ(x− ξ)

chµ0

√
λx

(g(ũ1(ξ, λ))− g(ũ2(ξ, λ)))

∥∥∥∥∥
Φ

dξ ≤ 4L

x∫
0

‖Ψ1(ξ, λ)−Ψ2(ξ, λ)‖Φ dξ.

Таким образом, из (17 ) в силу условия Липшица следует неравенство

‖Ψ̃1(x, λ)− Ψ̃2(x, λ)‖Φ ≤ ‖Φ̃1(x, λ)− Φ̃2(x, λ)‖Φ + 4L

x∫
0

‖Ψ̃1(ξ, λ)− Ψ̃2(ξ, λ)‖ dξΦ. (18)

Из (18) в силу леммы Гронуолла вытекает оценка

‖Ψ̃1(x, λ)− Ψ̃2(x, λ)‖Φ ≤ e4Ll‖Φ̃1(x, λ)− Φ̃2(x, λ)‖Φ. (19)

Полагая x = l,
‖ψ1(t)− ψ2(t)‖L2[0,∞) ≤ e4Ll‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖L2[0,∞). (20)

Из равенства (17) следует также

Φ̃1(x, λ)−Φ̃2(x, λ) =
H̃1(x, λ)

chµ0

√
λx
− H̃2(x, λ)

chµ0

√
λx
−

x∫
0

shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ chµ0

√
λx

(g(ũ1(ξ, λ))−g(ũ2(ξ, λ))) dξ,

откуда с учетом условия Липшица и неравенства (18) имеем для любого x ∈ [0, l]
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‖Φ̃1(x, λ) − Φ̃2(x, λ)‖Φ
≤ ‖Ψ̃1(x, λ)− Ψ̃2(x, λ)‖Φ + Le4Ll

x∫
0

‖Φ̃1(ξ, λ)− Φ̃2(ξ, λ, x0)‖Φ dξ. (21)

Из неравенства (21) в силу леммы Гронуолла следует

‖Φ̃1(x, λ)− Φ̃2(x, λ)‖Φ ≤ eLle
4Ll‖Ψ̃1(x, λ)− Ψ̃2(x, λ)‖Φ. (22)

Полагая x = l и используя изометричность преобразования Фурье, получаем неравенство

‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖L2[0,∞) ≤ eLle
4Ll‖ψ1(t)− ψ2(t)‖L2[0,∞). (23)

Из неравенств (20) и (23) следует утверждение леммы.

2.2. Обратная задача для параболического уравнения

Рассмотрим граничную обратную задачу для параболического уравнения, т. е. зада-
чу вычисления функции h(t) ∈ L2[0;∞), такой, что решение задачи (2) удовлетворяет
условию u(0, t) = ϕ(t), где ϕ(t) ∈ L2[0;∞) — заданная функция. Предполагается, что
для точной функции ϕ(t) существует функция h(t) ∈ L2[0;∞), которая переводится пря-
мой задачей в функцию ϕ(t). Наряду с нелинейной обратной задачей рассмотрим обрат-
ную задачу для линейного параболического уравнения, т. е. задачу вычисления функции
h(t) ∈ L2[0;∞), такой, что решение задачи (14) удовлетворяет условию v(0, t) = ψ(t), где
ψ(t) ∈ L2[0;∞) — заданная функция. Рассмотрим множество

M = {h(t) : ‖h(t)‖2L2[0,∞) + ‖h′(t)‖2L2[0,∞) ≤ r
2}.

Предположим, что для заданной функции ϕ(t) ∈ L2[0;∞) существует точное реше-
ние h(t) нелинейной обратной задачи (2), принадлежащее множеству M , но значения
функции ϕ(t) нам не известны, а известна функция ϕδ ∈ L2[0;∞), такая, что
‖ϕ−ϕδ‖ ≤ δ. Требуется определить приближенное решение hδ граничной обратной
задачи и оценить его уклонение от точного решения. Рассмотрим величины:

ω(M, δ) = sup{‖h1 − h2‖ : h1, h2 ∈M, ‖ϕ1 − ϕ2‖ ≤ δ},

т. е. модуль непрерывности для нелинейной обратной задачи;

ω̂(M, δ) = sup{‖h1 − h2‖ : h1, h2 ∈M, ‖ψ1 − ψ2‖ ≤ δ},

т. е. модуль непрерывности для линейной обратной задачи.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Существует δ0 > 0, такое, что для всех 0 < δ < δ0 выполняются нера-
венства

ω̂(M, e−4Llδ) ≤ ω(M, δ) ≤ ω̂(M, eLle
4Ll
δ).

Доказательство. Пусть h1, h2 ∈M . Используя неравенства, полученные в лемме, оце-
ним величину ω(M, δ). Оценим величину ω(M, δ) снизу. Запишем неравенство (23):



304 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2018. Т. 21, №3

‖ϕ1 − ϕ2‖L2[0,∞) ≤ eLle
4Ll‖ψ1 − ψ2‖L2[0,∞),

то есть из условий h1, h2 ∈ M , ‖ψ1 − ψ2‖L2[0,∞) ≤ δ1 вытекает ‖ϕ1 − ϕ2‖L2[0,∞) ≤ δ,

где δ1 = e−Lle
4Ll
δ. Следовательно, по определению модуля непрерывности ω(M, δ) ≥

ω̂(M, e−Lle
4Ll
δ). Оценим величину ω(M, δ) сверху. Запишем неравенство (20):

‖ψ1 − ψ2‖L2[0,∞) ≤ e4Ll‖ϕ1 − ϕ2‖L2[0,∞).

Обозначим δ2 = e4Llδ. С учетом последнего неравенства из условий h1, h2 ∈ M и
‖ϕ1 − ϕ2‖L2[0,∞) ≤ δ вытекает ‖ψ1 − ψ2‖L2[0,∞) ≤ δ2. Следовательно, по определению
модуля непрерывности ω(M, δ) ≤ ω̂(M, e4Llδ).

3. Метод вспомогательных граничных условий

Рассмотрим задачу с малым параметром — задачу восстановления функции hε(t) =

uε(l, t), где uε(x, t) ∈ C([0; l];L2[0;∞)) ∩ C2((0; l);W 1,0
2 [0;∞)) удовлетворяет условиям

∂uε
∂t

=
∂2uε
∂x2

+ f(uε), uε(x, 0) = 0,
∂uε
∂x

(0, t) = 0; uε(0, t) + εuε(l, t) = ϕ(t). (24)

В качестве приближенного решения задачи (1) будем рассматривать элемент hδ(t) =
uεδ(l, t), где u

ε
δ(x, t) — решение задачи (24) с приближенно заданным условием ϕδ(t) при

подходящем выборе зависимости ε = ε(δ). Применяя к задаче (24) преобразование Фурье
по t, получим задачу для нелинейного уравнения:

d2ũε
dx2

= iλũε − g(ũε),
dũε
dx

(0, λ) = 0; ũε(0, λ) + εũε(l, λ) = ϕ̃(λ). (25)

Решение задачи (24) удовлетворяет равенству

ũε(x, λ) = chµ0

√
λxũε(0, λ)−

x∫
0

shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ

g(ũε) dξ. (26)

Из (26) и граничного условия

ũε(0, λ) + ε chµ0

√
λlũε(0, λ)− ε

∫ l

0

shµ0

√
λ(l − ξ)

µ0

√
λ

g(ũε) dξ = ϕ(λ),

ũε(0, λ) =
ϕ(λ)

1 + ε chµ0

√
λl

+ ε

l∫
0

shµ0

√
λ(l − ξ)

µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λl)

g(ũε) dξ. (27)

Из (26) и (27) следует

ũε(l, λ) =
chµ0

√
λlϕ(λ)

1 + ε chµ0

√
λl
−

l∫
0

shµ0

√
λ(l − ξ)

µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λl)

g(ũε) dξ. (28)

Рассмотрим задачу, аналогичную (25), на произвольном отрезке 0 < ζ < x < l с прибли-
женно заданным условием ϕ̃δ(λ), т. е. рассмотрим задачу:
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d2ũεδ
dζ2

= iλũεδ − g(ũεδ),
dũεδ
dx

(0, λ) = 0; ũεδ(0, λ) + εũεδ(x, λ) = ϕ̃δ(λ). (29)

Выполняя преобразования, аналогичные (25)–(28), убедимся, что решение задачи (29)
удовлетворяет равенству

ũεδ(x, λ) =
chµ0

√
λxϕ̃δ(λ)

1 + ε chµ0

√
λx
−

x∫
0

shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λx)

g(ũεδ) dξ. (30)

Из равенства (4) следует

ũε(x, λ) =
chµ0

√
λx

chµ0

√
λl
ũε(l, λ) +

l∫
0

Gl(x, ξ, λ)(g(ũε(ξ, λ))) dξ. (31)

Подставим выражение (28) в (31). Имеем равенство

ũε(x, λ) =
chµ0

√
λx

chµ0

√
λl
ϕ̃(λ) +

l∫
0

Kε(x, ξ, λ)g(ũε(ξ, λ)) dξ. (32)

Здесь Kε(x, ξ, λ) = G(x, ξ, λ) +
shµ0

√
λ(ξ − l) chµ0

√
λx

µ0

√
λ chµ0

√
λl(1 + ε chµ0

√
λl)
. Вычислим значения Kε(x, ξ, λ)

при 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l. С учетом определения G(x, ξ, λ)

Kε(x, ξ, λ) =
chµ0

√
λξ shµ0

√
λ(l − x)(1 + ε chµ0

√
λl)

µ0

√
λ chµ0

√
λl(1 + ε chµ0

√
λl)

− shµ0

√
λ(l − ξ) chµ0

√
λx

µ0

√
λ chµ0

√
λl(1 + ε chµ0

√
λl)

.

Преобразуем сумму в числителе

chµ0

√
λξ shµ0

√
λ(l − x)− shµ0

√
λ(l − ξ) chµ0

√
λx

= chµ0

√
λξ(shµ0

√
λl chµ0

√
λx− chµ0

√
λl shµ0

√
λx)−

chµ0

√
λl(− shµ0

√
λx chµ0

√
λξ + chµ0

√
λx shµ0

√
λξ)

= chµ0

√
λl shµ0

√
λ(ξ − x).

Из полученного равенства

Kε(x, ξ, λ) =
shµ0

√
λ(ξ − x)

µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λl)

+ ε
chµ0

√
λξ shµ0

√
λ(l − x)

µ0

√
λ chµ0

√
λl(1 + ε chµ0

√
λl)

.

Вычислим значения Kε(x, ξ, λ) при 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l. Из определения G(x, ξ, λ) следует

Kε(x, ξ, λ) =
chµ0

√
λx shµ0

√
λ(l − ξ)(1 + ε chµ0

√
λl)

µ0

√
λ chµ0

√
λl(1 + ε chµ0

√
λl)

− shµ0

√
λ(l − ξ) chµ0

√
λx

µ0

√
λ chµ0

√
λl(1 + ε chµ0

√
λl)

.

Приводя в числителе дроби подобные слагаемые, убеждаемся, что при 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l

Kε(x, ξ, λ) = ε
chµ0

√
λx shµ0

√
λ(l − ξ)

µ0

√
λ chµ0

√
λl(1 + ε chµ0

√
λl)

.

Таким образом, задача (25) сводится к интегральному уравнению
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ũε(x, λ) =
chµ0

√
λx

chµ0

√
λl
ϕ̃(λ) +

l∫
0

Kε(x, ξ, λ)g(ũε(ξ, λ)) dξ, (33)

Kε(x, ξ, λ) =
1

wε(l, λ)

{
−ε chµ0

√
λx shµ0

√
λ(ξ − l), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l,

shµ0

√
λ(ξ − x)− ε chµ0

√
λξ shµ0

√
λ(x− l), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l,

где wε(l.λ) = µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λl), µ0 =

1 + i√
2
. Выполняется

Теорема 5. Пусть отображение g : Φ → Φ удовлетворяет условию Липшица с
постоянной L, такой, что

√
2Ll2(1 + ε) < 1. Тогда уравнение (33) имеет решение

ũε(x, λ) ∈ C([0; l]; Φ) для любой функции ϕ̃(λ) ∈ Φ.

Доказательство теоремы может быть получено стандартным способом с применением
принципа сжимающих отображений.

Теорема 6. Пусть ϕ(t) ∈ L2[0,∞), ũε(x, λ) — решение уравнения (33). Тогда функция
uε(x, t) = F−1(ũε(x, λ)) удовлетворяет условиям (24).

Доказательство теоремы может быть получено с помощью рассуждений, аналогич-
ных доказательству теоремы 3.

4. Оценка погрешности метода
вспомогательных граничных условий

Пусть h(t) — точное решение задачи (1). В качестве характеристики точности прибли-
женного решения задачи (1), вычисленного с помощью метода вспомогательных гранич-
ных условий, на классеM рассмотрим величину ∆ = sup{‖hεδ−h‖ : h ∈M ; ‖ϕ−ϕδ‖ ≤ δ}.
Здесь зависимость ε от δ выбирается по схеме М.М. Лаврентьева. Используем очевидную
оценку

∆ ≤ ∆1 + ∆2,

где ∆2 = sup‖ϕ−ϕδ‖≤δ ‖h
ε
δ−hε‖, ∆1 = suph∈M ‖hε−h‖. Здесь hε — решение вспомогатель-

ной задачи (24) при точно заданном граничном условии, hδε — решение вспомогательной
задачи (24) с приближенно заданным граничным условием.

Оценим величину ∆2. Решения вспомогательной задачи удовлетворяют условию (30).
Из равенства (30) следует при всех x ∈ [0, l]

‖ũεδ(x, λ)‖Φ ≤ sup
λ≥0

| chµ0

√
λx| ‖ϕδ(λ)‖Φ

|1 + ε chµ0

√
λx|

+ L

x∫
0

sup
λ>0

| shµ0

√
λ(x− ξ)|√

λ|1 + ε chµ0

√
λx|
‖ũεδ‖Φ dξ. (34)

Рассмотрим уравнение |1 + ε chµ0

√
λx| = 0. Используя запись комплексных чисел в ал-

гебраической форме, получаем систему:
1 + ε ch

√
λ

2
x cos

√
λ

2
x = 0,

ε sh

√
λ

2
x sin

√
λ

2
x = 0.
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Из второго уравнения следует
√

λ

2
x = πm, m = 1, 2 . . . . При m = 2l

1 + ε ch

√
λ

2
x cos

√
λ

2
x = 1 + ε ch

√
λ

2
x > 0,

и первое уравнение не обращается в верное равенство. Пусть m = 2l + 1, тогда первое
уравнение обращается в верное равенство при условии ε = εm =

1

chπ(2l + 1)
. Рассмотрим

интервалы (ε2l+1; ε2l−1). Обозначим

dl = |ε2l−1 − ε2l+1| =
∣∣∣ 1

chπ(2l − 1)
− 1

chπ(2l + 1)

∣∣∣.
Пусть ε 6= εl,

1

chπ(2l + 1)
+

dl
4
< ε <

1

chπ(2l − 1)
− dl

4
. Оценим снизу длину интервала,

записав ее в виде dl =
1

chπ(2l − 1)

(
1− chπ(2l − 1)

chπ(2l + 1)

)
. Так как chπ(2l − 1)

chπ(2l + 1)
<

2eπ(2l−1)

eπ(2l+1)
<

2

e2π
,

то для длины интервала получаем оценку dl ≥
1

chπ(2l − 1)

(
1− 2

e2π)

)
. Следовательно, так

как 1

chπ(2l + 1)
+

dl
4
< ε <

1

chπ(2l − 1)
− dl

4
; |ε − εl| ≥

dl
4
, то |ε − εl| ≥

(
ε+

dl
4

)(
1− 2

e2π

)
.

Выполняя элементарные преобразования, с учетом полученной оценки длины интервала
получаем неравенство

|ε− εl| ≥
ε(e2π − 2)

3e2π + 2
= Cε, (35)

где C =
e2π − 2

3e2π + 2
. Пусть 0 < x0 ≤ x < l. Оценим дробь Fx0(x, λ) =

| chµ0

√
λx0|

|1 + ε chµ0

√
λx|

. Для

знаменателя дроби с учетом неравенства (35) имеем оценку

|1 + ε chµ0

√
λx| = | chµ0

√
λx|

∣∣∣∣ 1

chµ0

√
λx

+ ε

∣∣∣∣ ≥ | chµ0

√
λx| |ε− εl| ≥ Cε| chµ0

√
λx|. (36)

Рассмотрим множества

D1 =

{
λ > 0 : e

√
λ
2
x ≤ 1

2ε

}
; D2 =

{
λ > 0 : e

√
λ
2
x
>

1

2ε

}
. (37)

Оценим сверху Fx0(x, λ) при x ∈ [0, l] на множестве D1. Воспользуемся неравенством

|1 + ε chµ0

√
λx| ≥ 1− | chµ0

√
λx| ≥ 1

2
. (38)

Так как

| chµ0

√
λx0| ≤

(
e

√
λ
2
x
)x0

x

≤
(

1

2ε

)x0
x

, (39)

то из оценки (38) следует неравенство

Fx0(x, λ) ≤ 2(2ε)
−x0
x . (40)

Оценим сверху Fx0(x, λ) при x ∈ [0, l] на множестве D2. В силу (36)
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Fx0(x, λ) ≤ 2

Cεe

√
λ
2

(x−x0)
. (41)

Так как e
√
λ
2

(x−x0) ≥ (2ε)
x0
x
−1, то из неравенства (41) следует, что Fx0(x, λ) ≤ 2

C (2ε)
x0
x
−1

при λ ∈ D2. Следовательно, для всех λ ≥ 0

Fx0(x, λ) ≤ 2

C
(2ε)−γ(x0,x), (42)

где γ(x0, x) =

{
1− x0

x , x0 ≤ x
2 ,

x0
x , x0 >

x
2 .

Из (34) и (42) следует для любого x ∈ (0, l)

‖ũεδ(x, λ)‖Φ ≤
2

Cε
‖ϕδ(λ)‖Φ + L

x∫
0

2

C
(2ε)−γ(x−ξ,x)‖ũεδ(ξ, λ)‖Φ dξ. (43)

Так как γ(x− ξ, x) = 1− γ(ξ, x), из неравенства (43) следует

Cε

2
‖ũεδ(x, λ)‖Φ ≤ ‖ϕδ(λ)‖Φ + L

2

C

x∫
0

(2ε)−γ(ξ,x)‖ũεδ(ξ, λ)‖Φ dξ. (44)

Рассмотрим функцию zεδ(ξ, λ) = 2
C (2ε)−γξ(ξ,x)ũεδ(ξ, λ). Неравенство (44) запишем в виде

‖zεδ(x, λ)‖Φ ≤ ‖ϕδ(λ)‖Φ + L

x∫
0

‖zεδ(ξ, λ)‖Φ dξ. (45)

Из неравенства (45) в силу леммы Гронуолла следует ‖zεδ(x, λ)‖Φ ≤ eLl‖ϕδ(λ)‖Φ. Таким
образом, для любого x ∈ (0, l)

‖ũεδ(x, λ)‖Φ ≤
CeLl

2ε
‖ϕδ(λ)‖Φ ≤

eLl

2ε
‖ϕδ(λ)‖Φ. (46)

Из (46) следует оценка

∆2(ε, δ) ≤ eLl

2ε
δ. (47)

Оценим величину ∆1(ε). Из уравнения (4) при x = 0 следует равенство

ϕ̃(λ) =
h̃(λ)

chµ0

√
λl

+

l∫
0

shµ0

√
λ(l − ξ)

µ0

√
λ chµ0

√
λl
g(ũ) dξ.

Следовательно,

ũ(l, λ) = h̃(λ) = ϕ̃(λ) chµ0

√
λl +

l∫
0

shµ0

√
λ(l − ξ)

µ0

√
λ

g(ũ) dξ.

Аналогично, рассматривая краевую задачу для произвольного отрезка [0, x] ⊂ [0, l], убе-
димся, что решение задачи (1) удовлетворяет условию
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ũ(x, λ) = chµ0

√
λxϕ̃(λ) +

x∫
0

shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ

g(ũ) dξ. (48)

Из равенства (48) следует

ϕ̃(λ) =
ũ(x, λ)

chµ0

√
λx
−

x∫
0

shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ chµ0

√
λx
g(ũ(ξ, λ)) dξ. (49)

С учетом равенства (49) запишем равенство (30) в виде

ũε(x, λ) =
ũ(x, λ)

1 + ε chµ0

√
λx

+

x∫
0

shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λx)

g((ũε − ũ)(ξ, λ)) dξ. (50)

Следовательно, с учетом определения класса корректности, для любого x ∈ (0, l)

‖ũε(x, λ)− ũ(x, λ)‖Φ ≤ r sup
λ>0

∣∣∣∣∣ ε chµ0

√
λx

(1 + ε chµ0

√
λx)
√

1 + λ2

∣∣∣∣∣+

L

x∫
0

sup
λ>0

∣∣∣∣∣ shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λx)

∣∣∣∣∣ ‖(ũε − ũ)(ξ, λ)‖Φ dξ. (51)

При каждом x ∈ (0, l) оценим дробь P (x, λ) =

∣∣∣∣ ε chµ0

√
λx

(1 + ε chµ0

√
λx)
√
1 + λ2

∣∣∣∣ . Рассмотрим опре-

деленные равенствами (37) множества D1, D2. Пусть ε < 1. Оценим P (x, λ) на множе-
стве D1. Так как 1

2
≤ P (x, 0) =

1

1 + ε
, то найдется 0 < λ0 < 1, такое, что 1

2
≤ P (x, λ) ≤ 1

при 0 < λ < λ0. При λ ∈ D1\[0;λ0] выполняется неравенство P (x, λ) ≤ 2e
√
λ/2 x

√
1 + λ2

≤ 2e
√
λ/2 x

λ
.

Вычисляя наибольшее значение функции yx(λ) =
2e
√
λ/2 x

λ
на промежутке D1 \ [0;λ0],

находим, что при λ ∈ D1 \ [0;λ0] P (x, λ) ≤ x2

2ε(ln 2ε)2
. Для значений λ ∈ D2 в силу нера-

венства (36) P (x, λ) ≤ 1

ε
√
1 + λ2

≤ x2

2ε(ln 2ε)2
. Следовательно, при всех λ > 0

P (x, λ) ≤ x2

2ε(ln 2ε)2
. (52)

Так как, аналогично (42),
∣∣∣∣ shµ0

√
λ(x− ξ)

µ0

√
λ(1 + ε chµ0

√
λx)

∣∣∣∣ ≤ 2

C
(2ε)−γ(x−ξ,x), c учетом неравенст-

ва (52) из (51) следует для любого x ∈ (0, l)

‖ũε(x, λ)− ũ(x, λ)‖Φ ≤ r
l2

(2 ln 2ε)2
+ L

x∫
0

2

C
(2ε)−γ(x−ξ,x)‖(ũε − ũ)(ξ, λ)‖Φ dξ. (53)

Рассмотрим функцию

yε(x, ξ, λ) =
2

C
(ε)γ(ξ,x)(ũε − ũ)(ξ, λ).

Из (53) следует, что функция yε(x, ξ, λ) удовлетворяет неравенству при 0 ≤ x ≤ l
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‖yε(x, x, λ)‖Φ ≤ r
l2ε

2(ln 2ε)2
+ L

x∫
0

‖yε(x, ξ, λ)‖Φ dξ. (54)

Из (54) в силу леммы Гронуолла

‖yε(x, x, λ)‖Φ ≤ reLl
l2

2 ln 2(ε)2
.

Следовательно,

‖ũε(x, λ)− ũ(x, λ)‖Φ ≤ reLl
Cl2

4(ln 2ε)2
≤ reLl l2

4(ln 2ε)2
. (55)

Из неравенства (55) следует

∆1(ε) ≤ reLl l2

4(ln 2ε)2
. (56)

Выберем зависимость ε = ε(δ) из условий

δ

ε
= r

l2

2(ln 2ε)2
, |ε− εl| > Cε. (57)

Следовательно, ln ε(δ) ' ln δ при δ → 0. При таком выборе параметра регуляризации из
полученной оценки для ∆(ε(δ), δ) следует, что существуют числа C1 > 0, δ1 > 0, такие,
что для всех δ < δ1, таких, что для соответствующих значений ε, удовлетворяющих
условиям (57), справедлива оценка

∆(ε(δ), δ) ≤ C1

ln2 δ
. (58)

Модуль непрерывности для линейной граничной обратной задачи может быть вычислен
по схеме, предложенной в [1], он также имеет логарифмический порядок [11, 13]. Из (58)
с учетом полученной оценки погрешности оптимального метода решения обратной гра-
ничной задачи на множестве M следует теорема.

Теорема 7. Метод вспомогательных граничных условий оптимален по порядку на
множестве M .

5. Численное решение обратной граничной задачи

Приведем результат численного решения задачи (1) с нелинейностью f(u) =
u2

1 + |u| .

Для вычисления приближенного решения неустойчивой задачи (1) методом вспомо-
гательных граничных условий численно решалась регуляризованная задача (24). Урав-
нение (24) заменялось дискретным аналогом с помощью линейной неявной разностной
схемы [17]
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un+1
i − uni

τ
=
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

h2
+ f(uni ).

Граничные и начальные условия также заменялись разностным аналогом u1
i = 0; un1 = 0;

un2 − un1
h

+ εunN = ϕn (i, n = 1, . . . , N).

Полученная система линейных алгебраических уравнений с невырожденной матри-
цей решалась методом Гаусса. Для проведения численного эксперимента была написана
программа в MATLAB. В приводимом примере использована равномерная сетка с ша-
гом h = 0.1 по переменной x и с шагом τ = 0.1 по переменной t. Для сравнения на
модельных примерах полученного приближенного решения обратной задачи с точным
решением предварительно строилось численное решение “прямой” задачи (2) с задан-
ным граничным условием, и результат решения “прямой” задачи (вектор значений про-
изводной ϕn = u′x(0, tn) в точках сетки) использовался в качестве исходных данных
при решении обратной задачи. На рисунке представлен результат численного решения
граничной обратной задачи в случае исходных данных со случайными возмущениями
(1 — график точного решения, 2 — график приближенного решения). Случайная погреш-
ность в исходные данные для обратной задачи вносилась с помощью датчика случайных
чисел (в приводимом примере значение параметра регуляризации ε = 0.001; уровень
погрешности δ ≤ 0.01).

Рис.
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