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Решается нелинейная задача о распределении температуры в полом цилиндре в предпо-
ложении, что свойства материала, из которого он изготовлен, изменяются по толщине
цилиндра по степенному закону, а теплопроводность зависит от температуры. Задача
сводится к нелинейному дифференциальному уравнению с переменным коэффициентом,
для решения которого используется полуаналитический метод последовательных при-
ближений. На основе критерия сходимости бесконечного ряда и критерия малости невяз-
ки исследуется сходимость метода при различных значениях параметров задачи. Для
моделирования нелинейной зависимости свойств материала цилиндра от температуры
использовалась экспоненциальная функция.

Ключевые слова: нелинейная задача теплопроводности, зависимость теплопроводно-
сти от температуры, функционально-градиентный материал, метод декомпозиции Адо-
миана.

Введение. В работах [1–12] при решении задач теплопроводности для неоднород-
ных конструкций предполагалось, что свойства материала не зависят от температуры.
Это допущение справедливо для некоторых материалов, в случае если диапазон значений
температуры невелик. Однако, как следует из экспериментальных данных, теплопровод-
ность ряда материалов, таких как сталь, медь и алюминий, зависит от температуры.
Эту зависимость следует учитывать при решении задач о распределении температуры в

конструкциях.
Ниже приводится обзор работ, в которых учитывается зависимость свойств мате-

риала от температуры при решении задач теплопроводности. В работе [13] зависимость
свойств материала от температуры учитывалась при исследовании электрических полей,
полупроводников, солнечных фотоэлементов, оптических волокон. В [14] изучалась задача
о нагреве полого цилиндра на внешней и (или) внутренней его поверхностях. В [13, 14]
для температурного поля применялись преобразования Фурье и Лапласа. В работе [15]
учитывались зависимости теплопроводности, теплоемкости и коэффициента температур-
ного расширения от температуры. В [16] зависимость свойств материала от температуры
учитывалась при исследовании электрофизических свойств кремниевых детекторов. В [17]
изучалось поведение неоднородного цилиндра высокого давления под действием механи-
ческих и температурных нагрузок в предположении, что свойства материала, из которого
он изготовлен, не зависят от температуры. В [3] решена термоупругая задача для случая
толстостенного цилиндра, находящегося под действием механических и температурных
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нагрузок. В радиальном направлении толстостенный цилиндр представлялся в виде со-
вокупности тонкостенных цилиндров. В [4] с использованием теории оболочек Доннелла
решена задача об устойчивости упругого цилиндра, изготовленного из функционально-
градиентного материала. Влияние температуры на коэффициент полезного действия тер-
моэлектрического элемента, сваренного с двумя металлическими пластинами, исследова-
лось в работе [18]. В работах [19, 20] изучалось влияние охлаждения на энергетическую
эффективность термоупругого элемента в предположении линейной и нелинейной зависи-
мости свойств материала, из которого он изготовлен, от температуры. Влияние темпера-
туры на напряжение холостого хода кристаллических кремниевых солнечных элементов

исследовалось в [21]. В работе [22] изучено влияние температуры в диапазоне 273÷ 523 K
на производительность солнечных элементов.

В данной работе исследуется распределение температуры в полом цилиндре из

функционально-градиентного материала с учетом зависимости свойств этого материала
от температуры.

Постановка задачи. Решается задача о распределении температуры в полом ци-
линдре, изготовленном из функционально-градиентного материала. Предполагается, что
теплофизические свойства материала изменяются вдоль радиуса цилиндра по степенному

закону. Принимается также, что теплопроводность зависит от температуры. В цилиндри-
ческой системе координат уравнение теплопроводности записывается в виде [5, 17, 23]
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dT
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)
= 0, (1)

где k — теплопроводность; T — температура; r — радиальная координата.
Зависимость теплопроводности от пространственной координаты и времени прини-

мается в виде

k(T, r) = k(r)k(T ),

где функции k(r) и k(T ) имеют следующий вид:

k(r) = k0r
n, k(T ) = k1 eβ(T−T0) .

Таким образом,

k(r, T ) = k2r
n eβ(T−T0), (2)

где k2 = k0k1. С учетом (2) уравнение (1) записывается в следующем виде:
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+
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r
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= 0. (3)

Уравнение (3) является нелинейным дифференциальным уравнением второго порядка.
Метод решения нелинейной системы дифференциальных уравнений. Для

решения нелинейного дифференциального уравнения используются разложение Адомиана

и метод последовательных приближений. Систему нелинейных дифференциальных урав-
нений запишем в виде [24, 25]

L(T ) + N(T ) + R(T ) = g, (4)

где L — главный линейный дифференциальный оператор; N — нелинейный оператор; R —
часть линейного оператора, оставшаяся после отбрасывания главной части; g — функция.
Уравнение (4) умножим на обратный оператор L−1 [24–26]:

L−1[L(T ) + N(T ) + R(T )] = L−1[g]. (5)

Из уравнения (5) для неизвестной функции T получаем следующее представление [24, 25]:

T + L−1N(T ) + L−1R(T ) = L−1g + c1r + c2. (6)
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Члены в правой части уравнения (6) определяются из нулевого приближения решения T0.
Выполняя соответствующие преобразования этого нелинейного уравнения и используя ме-
тод последовательных приближений, можно найти следующие приближения решения Tp

(p > 1) [24, 25]:

Tp = −L−1N(Tp−1)− L−1R(Tp−1) + cp1r + cp2. (7)

Член cp1r + cp2 в уравнении (7) содержит константы интегрирования, появляющиеся на
каждом шаге построения приближений.

Решение T l получается путем суммирования полученных приближений [24, 25]:

T l = T0 +
l∑

p=1

Tp.

Число l определяется критерием сходимости решения. Нулевое приближение T0 можно най-
ти из линеаризованного уравнения. Константы интегрирования определяются из условия
удовлетворения приближения T l (l > 1) однородным краевым условиям задачи.

Построение решения. Для дифференциального уравнения (3) операторы L, R, N
определяются следующим образом:

L :=
d2( · )
dr2

, R :=
1 + n

r

d( · )
dr

, N := β
(d( · )

dr

)2
.

На первом шаге находится нулевое приближение как решение линеаризованного уравнения

d2T0

dr2
+

1 + n

r

dT0

dr
= 0.

Следовательно, в соответствии с [27] получаем

T0 =
C01

rn
+ C02,

где C01, C02 — константы интегрирования, которые определяются из неоднородных крае-
вых условий задачи

T0

∣∣
r=ri

= Ti, T0

∣∣
r=ro

= To.

В результате нулевое приближение имеет вид

T0(r) =
Tir

n
i − Tor

n
o

rn
i − rn

o
− Ti − To

−r−n
i + r−n

o
r−n.

Затем вычисляется первое приближение:

T1 = 0−
∫ ∫

1 + n

r

dT0

dr
dr dr −

∫ ∫
β
(dT0
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)2
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∫ ∫
β
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)2
dr dr + C11r + C12.

Константы C11, C12 вычисляются из условия удовлетворения приближения T1 однородным

краевым условиям. Аналогично строятся следующие приближения. Процесс продолжается
до тех пор, пока не будут выполнены условия

T l+1 − T l

T l
6 ε1, δl = 100

Rl

R0
6 ε2,
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Рис. 1. Распределение температуры:
а–д — β = 0,1 (а — n = 1, б — n = 2, в —
n = 3, г — n = −2, д — n = −3), е, ж —
β = 0,05 (е — n = 2, ж — n = −2); 1 — ну-
левое приближение, 2 — первое приближе-
ние, 3 — второе приближение, 4 — третье

приближение, 5 — четвертое приближение
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Рис. 2. Зависимость ∆Tl(r) для различных приближений:
1 — нулевое приближение, 2 — первое приближение, 3 — второе приближение, 4 —
третье приближение

Рис. 3. Зависимость ∆Tl(r) при l = 3 и различных значениях показателя неод-
нородности материала n:
1 — n = 1, 2 — n = 2, 3 — n = 3, 4 — n = −2, 5 — n = −3

где Rl =

ro∫
ri

(L(T l) + N(T l) + R(T l) − g) dr — невязка нелинейного дифференциального

уравнения порядка l; R0 =

ro∫
ri

(L(T0) + N(T0) + R(T0) − g) dr; T l = T0 +
l∑

p=1

Tp. Невязки

нормируются делением на R0. Итерации заканчиваются, если δl 6 0,01.
Краевые условия. Построенное решение должно удовлетворять краевым условиям.

Для линеаризованного уравнения (нулевого приближения T0) ставятся краевые условия
исходной задачи, для следующих приближений Tp (p > 1) — однородные краевые условия.

Результаты исследования и их обсуждение. Ниже приведены результаты ре-
шения нелинейного дифференциального уравнения при различных значениях парамет-
ров n, β. На рис. 1 представлены зависимости температуры от радиальной координаты в
полом цилиндре из функционально-градиентного материала, соответствующие нулевому,
первому, второму, третьему и четвертому приближениям. По этим зависимостям можно
судить о скорости сходимости приближения. Относительная разность двух последователь-
ных приближений оценивается величиной

∆Tl = 100
∣∣∣T l+1 − T l

T l

∣∣∣.
На рис. 2 представлены зависимости ∆Tl(r) при l = 0, 1, 2, 3, результаты анализа

которых позволяют сделать вывод о быстрой сходимости метода. На рис. 3 приведена
зависимость ∆Tl(r) при различных значениях показателя степени n.

На рис. 4 показана зависимость нормированной невязки δl от номера приближения l
при значениях показателя нелинейности β = 0,10; 0,05.

Заключение. В работе исследовано распределение температуры в полом цилиндре из
функционально-градиентного материала, теплопроводность которого зависит от темпера-
туры. С использованием разложения Адомиана и метода последовательных приближений
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Рис. 4. Нормированная невязка δl при β = 0,1 (а), β = 0,05 (б) и различных
значениях показателя неоднородности материала n:
1 — n = 1, 2 — n = 2, 3 — n = 3, 4 — n = −1, 5 — n = −2, 6 — n = −3

решено нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка задачи. Исследована
скорость сходимости метода. Из полученных результатов следует, что для получения ре-
шения задачи достаточно трех-четырех приближений.
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