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С использованием свойств асимптотического решения краевых задач трехмерной мик-
рополярной (моментной несимметричной) теории упругости для областей, один гео-
метрический параметр которых существенно меньше двух других (пластины, оболоч-
ки), сформулирован ряд гипотез. Построена общая теория изгибной деформации мик-
рополярных упругих тонких пластин с независимыми полями перемещений и враще-
ний. В построенной модели микрополярных упругих пластин полностью учтены по-
перечные сдвиговые деформации. Рассматривается задача об определении напряженно-
деформированного состояния при изгибной деформации микрополярных упругих тонких
прямоугольных пластин. В результате численного анализа установлено, что пластины,
выполненные из микрополярного упругого материала, имеют высокие прочностные и
жесткостные характеристики.
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Введение. Прогресс в микро- и нанотехнологиях обусловливает появление новых за-
дач, решение которых позволяет исследовать проблемы структурной механики твердых
деформируемых тел [1, 2].

Для описания напряженно-деформированного состояния в структурно-неоднородных
твердых телах применяется интенсивно развиваемая в последнее время микрополярная

теория упругости [1, 3–9]. Для современных приложений актуальна проблема построе-
ния математических моделей микрополярных упругих тонких пластин, оболочек и балок
[10–19].

Основная задача общей теории микрополярных упругих тонких оболочек и пластин

заключается в приближенном, но адекватном сведении трехмерной задачи микрополярной
теории упругости к некоторой двумерной краевой задаче.

В данной работе с использованием результатов интегрирования асимптотическим ме-
тодом трехмерной граничной задачи микрополярной теории упругости для областей типа

пластин [20–22] (в [20] построена упрощенная модель микрополярных пластин) сформу-
лированы гипотезы и построена общая математическая модель микрополярных упругих

тонких пластин с независимыми полями перемещений и вращений, в которой полностью
учитываются поперечные сдвиговые деформации.

1. Постановка задачи. Рассмотрим изотропную пластину постоянной толщины 2h
как трехмерное упругое микрополярное тело. Используются следующие основные урав-
нения (в декартовых координатах xn, n = 1, 2, 3) пространственной статической задачи
линейной микрополярной теории упругости с независимыми полями перемещений и вра-
щений [23]:
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— уравнения равновесия

σmn,n = 0, µmn,n + εmnσnk = 0; (1.1)

— физические соотношения

σmn = (µ+ α)γmn + (µ− α)γnm + λγkkδnm,

µmn = (γ + ε)χmn + (γ − ε)χnm + βχkkδnm;
(1.2)

— геометрические соотношения

γnm = Vm,n − εknmωk, χnm = ωm,n, (1.3)

где σnm, µnm — компоненты несимметричных тензоров силового и моментного напря-
жений; γnm, χnm — компоненты несимметричных тензоров деформаций, изгиба и круче-
ний; Vn, ωn — компоненты векторов перемещения и независимого поворота точек тела;
λ = Eν/[(1 + ν)(1 − 2ν)]; µ = E/[2(1 + ν)]; α, β, γ, ε — упругие постоянные микрополяр-
ного материала; индекс n после запятой означает дифференцирование по координате xn;
−h 6 x3 6 h; εkmn — тензор Леви-Чивиты; δmn — символы Кронекера; каждый из индек-
сов n,m, k принимает значения 1, 2, 3.

При α = 0 система (1.1)–(1.3) разделяется на уравнения классической теории упруго-
сти и уравнения чисто моментной теории.

Решение краевой задачи (1.1)–(1.3) представляет собой сумму решений симметричной
и обратносимметричной по x3 задач. В симметричной задаче (плоское напряженное состоя-
ние пластины) σii, σij , σ33, µi3, µ3i, ui, ω3 — четные по x3 функции, а σi3, σ3i, µii, µij , µ33,
u3, ωi — нечетные, в обратносимметричной задаче (изгиб пластины), наоборот, σii, σij ,
σ33, µi3, µ3i, ui, ω3 — нечетные по x3 функции, а σi3, σ3i, µii, µij , µ33, u3, ωi — четные. Здесь
и далее индексы i, j принимают значения 1, 2, причем i 6= j. В данной работе излагаются
общие прикладные теории изгиба микрополярных пластин.

В граничных условиях на лицевых плоскостях пластины x3 = ±h будем считать

заданными силовые и моментные напряжения:

σ3i = p̃i/2, σ33 = ±p̃3/2, µ3i = ±m̃i/2, µ33 = m̃3/2. (1.4)

В зависимости от способа приложения внешней нагрузки или закрепления точек боко-
вой поверхности пластины Σ граничные условия на ней записываются в силовых и момент-
ных напряжениях, перемещениях и поворотах или в смешанном виде. Рассмотрим следу-
ющие основные типы граничных условий трехмерной микрополярной теории упругости:
1) на поверхности Σ заданы силовые и моментные напряжения; 2) точки поверхности Σ
закреплены; 3) на поверхности Σ заданы трехмерные смешанные условия типа условий

шарнирного опирания.
Будем полагать, что толщина пластины 2h мала по сравнению с длиной вол-

ны деформации a в плане. Будем считать, что в статическом случае напряженно-
деформированное состояние тонкой пластины представляет собой сумму внутреннего

напряженно-деформированного состояния, охватывающего всю трехмерную область, за-
нимаемую пластиной, и напряженно-деформированного состояния пограничных слоев, ло-
кализованных вблизи боковой поверхности Σ. Построение общей двумерной модели мик-
рополярных упругих тонких пластин связано с построением внутренней задачи.

Построим модель микрополярной упругой пластины на основе метода гипотез. Сами
гипотезы сформулируем на основе результатов асимптотического анализа краевой задачи

(1.1)–(1.4) в областях типа пластин [20].
При определении внутреннего (как и краевого) напряженно-деформированного состо-

яния большую роль играют физические константы материала пластины [20]. Введем сле-
дующие безразмерные физические параметры: µ/α, a2µ/β, a2µ/γ, a2µ/ε (величина a имеет
смысл масштабного фактора).
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2. Модель микрополярных упругих тонких пластин с независимыми поля-
ми перемещений и вращений. Рассмотрим случай, когда для безразмерных физиче-
ских параметров пластины справедливы следующие предположения:

µ

α
∼ 1,

a2µ

β
∼ 1,

a2µ

γ
∼ 1,

a2µ

ε
∼ 1. (2.1)

В этом случае при построении двумерной модели микрополярных упругих тонких пла-
стин с независимыми полями перемещений и вращений качественные результаты инте-
грирования краевой задачи (1.1)–(1.4) асимптотическим методом [20] позволяют принять
следующие гипотезы:

1. Элемент, первоначально перпендикулярный срединной плоскости пластины, после
деформации остается прямолинейным, но неперпендикулярным деформированной средин-
ной плоскости и свободно поворачивается на некоторый угол, при этом его длина не меня-
ется. Вследствие этого имеет место линейный закон изменения перемещений и свободных
вращений

Vi = x3ψi(x1, x2), V3 = w(x1, x2), ωi = Ωi(x1, x2), ω3 = x3i(x1, x2), (2.2)

где ψi — полные углы поворота; Ωi — свободные углы поворота первоначально нормаль-
ного элемента вокруг осей xi; w — расстояние, на которое перемещаются точки срединной
плоскости пластины в направлении x3; i — интенсивность свободного поворота ω3 вокруг

оси x3.
Кинематические гипотезы (2.2) для перемещений, по сути, представляют собой из-

вестные гипотезы Тимошенко в классической теории упругих пластин [24]. Кинематиче-
ские гипотезы (2.2) в целом можно трактовать как обобщенные гипотезы Тимошенко в
микрополярной теории пластин.

2. В физических соотношениях (1.2) напряжение σ33 пренебрежимо мало по сравнению

с напряжениями σii (i = 1, 2).
3. При определении деформаций, изгиба и кручений, силовых и моментных напряже-

ний для силовых напряжений σ3i и моментного напряжения µ33 примем

σ3i = σ̊3i(x1, x2), µ33 = µ̊33(x1, x2). (2.3)

Введя указанные величины, σ3i и µ33 определим как сумму величин в (2.3) и результата
интегрирования либо первых двух уравнений равновесия в (1.1), либо шестого уравнения
в (1.1) соответственно. Для этих напряжений потребуем выполнения условия, чтобы их
осредненные по толщине пластины значения были равны нулю.

Заметим, что силовая гипотеза (гипотеза 3) отличается от соответствующей гипотезы
теории Тимошенко в классическом случае [24]. Также следует отметить, что двумерная
теория, построенная на основе гипотез 1–3 (как и ее классический аналог), является асимп-
тотически точной теорией.

В соответствии с принятыми законами распределения перемещений и независимых

поворотов, а также с гипотезами 2, 3 для деформаций, изгиба и кручений, силовых и
моментных напряжений из (1.1)–(1.4) получаем

γii = x3Kii(x1, x2), γij = x3Kij(x1, x2), γ3i = Γ3i(x1, x2), γi3 = Γi3(x1, x2), γ33 = 0,

χii = κii(x1, x2), χij = κij(x1, x2), χi3 = x3li3(x1, x2), χ33 = κ33(x1, x2), κ3i = 0,

σii =
E

1− ν2
x3(Kii + νKjj), σij = x3[(µ+ α)Kij + (µ− α)Kji],

σi3 = (µ+ α)Γi3 + (µ− α)Γ3i, σ̊3i = (µ+ α)Γ3i + (µ− α)Γi3, σ33 = x3
p̃3

2h
,
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µii =
4γ(β + γ)

β + 2γ
κii +

2βγ

β + 2γ
κjj +

β

β + 2γ
µ̊33, µij = (γ + ε)κij + (γ − ε)κji, (2.4)

µ̊33 = (β + 2γ)i+ β(κ11 + κ22), µi3 = x3

( 4γε

γ + ε
li3 +

γ − ε
γ + ε

m̃i

2h

)
, µ3i = x3

m̃i

2h
,

σ3i = σ̊3i(x1, x2) +
(h2

6
− x2

3

2

)(∂σ1
ii(x1, x2)

∂xi
+
∂σ1

ij(x1, x2)

∂xj

)
,

µ33 = µ̊33(x1, x2) +
(h2

6
− x2

3

2

)[∂µ1
13(x1, x2)

∂x1
+
∂µ1

23(x1, x2)

∂x2
+ (σ1

12(x1, x2)− σ1
21(x1, x2))

]
,

где

Kii =
∂ψi

∂xi
, Kij =

∂ψj

∂xi
− (−1)ji, Γ3i = ψi − (−1)jΩj , Γi3 =

∂w

∂xi
+ (−1)jΩj ,

κii =
∂Ωi

∂xi
, κij =

∂Ωj

∂xi
, li3 =

∂i

∂xi
,

(2.5)

σ1
ii, σ

1
ij , µ

1
i3 — коэффициенты при x3 в формулах (2.4) для σii, σij , µi3 соответственно.

С целью сведения трехмерной задачи (1.1)–(1.4) к двумерной в уравнениях теории
микрополярных пластин вместо компонент тензоров силового и моментного напряжений

введем статически эквивалентные им интегральные по толщине пластины характеристи-
ки — усилия Ni3, N3i, моменты Mii,Mij , Lii, Lij и гипермоменты Λi3:

Ni3 =

h∫
−h

σi3 dx3, N3i =

h∫
−h

σ3i dx3, Mii =

h∫
−h

x3σii dx3, Mij =

h∫
−h

x3σij dx3,

Lii =

h∫
−h

µii dx3, Lij =

h∫
−h

µij dx3, Λi3 =

h∫
−h

x3µi3 dx3.

Основная система уравнений общей теории изгибной деформации микрополярных

упругих тонких пластин с независимыми полями перемещений и вращений включает сле-
дующие уравнения и соотношения:

— уравнения равновесия

∂N13

∂x1
+
∂N23

∂x2
= −p̃3, N3i −

(∂Mii

∂xi
+
∂Mji

∂xj

)
= hp̃i,

∂Lii

∂xi
+
∂Lji

∂xj
+ (−1)j(Nj3 −N3j) = −m̃i, (2.6)

L33 −
(∂Λ13

∂x1
+
∂Λ23

∂x2
+M12 −M21

)
= hm̃3;

— физические соотношения

Ni3 = 2h(µ+ α)Γi3 + 2h(µ− α)Γ3i, N3i = 2h(µ+ α)Γ3i + 2h(µ− α)Γi3,

Mii =
2Eh3

3(1− ν2)
(Kii + νKjj), Mij =

2h3

3
[(µ+ α)Kij + (µ− α)Kji],

Lii = 2h
(4γ(β + γ)

β + 2γ
κii +

2βγ

β + 2γ
κjj

)
+

β

β + 2γ
L33, Lij = 2h[(γ + ε)κij + (γ − ε)κji],

(2.7)

Λi3 =
2h3

3

( 4γε

γ + ε
li3 +

γ − ε
γ + ε

m̃i

2h

)
, L33 = 2h(β + 2γ)i+ 2hβ(κ11 + κ22).
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Уравнения равновесия (2.6) и физические соотношения (2.7) дополним геометрически-
ми соотношениями (2.5).

К системе уравнений (2.5)–(2.7) микрополярных упругих тонких пластин добавим
“смягченные” граничные условия на контуре Γ срединной плоскости пластины. Например,
при x1 = const эти условия имеют вид

M11 = M∗
11 или K11 = K∗

11, M12 = M∗
12 или K12 = K∗

12,

N13 = N∗
13 или w = w∗, (2.8)

L11 = L∗11 или κ11 = κ∗
11, L12 = L∗12 или κ12 = κ∗

12, Λ13 = Λ∗13 или l13 = l∗13.

Система уравнений (2.5)–(2.7) и граничные условия (2.8) представляют собой матема-
тическую модель микрополярных упругих тонких пластин с независимыми полями переме-
щений и вращений, в которой полностью учитываются поперечные сдвиговые деформации.
Система (2.5)–(2.7), являющаяся системой 12-го порядка с шестью граничными условиями
на каждом крае срединной плоскости пластины, содержит 35 уравнений относительно 35
неизвестных функций Ni3, N3i, Mii, Mij , Lii, Lij , Λi3, L33, Γi3, Γ3i, Kii, Kij , κii, κij , li3, ψi,
w, Ωi, i.

Если на основе принципа Даламбера в уравнения равновесия (2.6) ввести соответ-
ственно силу инерции 2ρh ∂2w/∂t2 и моменты инерции (2h3/3)ρ ∂2ψi/∂t

2, 2Jh ∂2Ωi/∂t
2,

(2h3/3)J ∂2i/∂t2, то получим общие динамические уравнения микрополярных упругих пла-
стин с независимыми полями перемещений и вращений, к которым помимо граничных
условий (2.8) следует добавить соответствующие начальные условия.

Заметим, что при α = 0 от системы (2.5)–(2.7) с граничными условиями (2.8) отделя-
ются система уравнений и граничные условия теории упругих пластин Тимошенко [24].
Эта система незначительно отличается от уравнений классической теории упругих пла-
стин Тимошенко, что обусловлено использованием статической гипотезы 3.

Если в системе уравнений (2.5)–(2.7) пренебречь поперечными сдвигами, т. е. если
считать

Γi3 + Γ3i = 0 или ψi = − ∂w
∂xi

, (2.9)

то получим модель микрополярных упругих пластин с независимыми полями перемеще-
ний и вращений, в основе которой вместо обобщенных кинематических гипотез Тимошен-
ко (2.2) лежат обобщенные на микрополярный случай гипотезы Кирхгофа (т. е. форму-
лы (2.2) с учетом условий (2.9)).

Основные уравнения данной модели микрополярных упругих тонких пластин с незави-
симыми полями перемещений и вращений представляют собой уравнения равновесия (2.6),
а также:

— физические соотношения

N3i −Ni3 = 4αh(Γ3i − Γi3),

Mii =
2Eh3

3(1− ν2)
(Kii + νKjj), Mij =

2h3

3
[(µ+ α)Kij + (µ− α)Kji],

Lii = 2h
(4γ(β + γ)

β + 2γ
κii +

2βγ

β + 2γ
κjj

)
+

β

β + 2γ
L33, Lij = 2h[(γ + ε)κij + (γ − ε)κji],

(2.10)

Λi3 =
2h3

3

4γε

γ + ε
li3 +

2h2

3

γ − ε
γ + ε

m̃i

2
, L33 = 2h(β + 2γ)i+ 2hβ(κ11 + κ22);
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— геометрические соотношения

Γ3i − Γi3 = −2
( ∂w
∂xi

+ (−1)jΩj

)
, Kii = −∂

2w

∂x2
i

, Kij = − ∂2w

∂xi ∂xj
− (−1)ji,

κii =
∂Ωi

∂xi
, κij =

∂Ωj

∂xi
, li3 =

∂i

∂xi
;

(2.11)

— граничные условия

M11 = M∗
11 или K11 = K∗

11, N13 +
∂M12

∂x2
= N∗

13 или w = w∗,

L11 = L∗11 или κ11 = κ∗
11, L12 = L∗12 или κ12 = κ∗

12, Λ13 = Λ∗13 или l13 = l∗13.

(2.12)

При α = 0 от уравнений данной модели отделяются уравнения и граничные условия
классической теории пластин Кирхгофа.

В качестве примера рассмотрим задачу изгиба шарнирно опертых микрополярных

упругих прямоугольных пластин под действием распределенной нормальной к срединной

плоскости нагрузки с интенсивностью p̃3 = p0 sin (πx1/a) sin (πx2/b).
Рассмотрим поставленную задачу с использованием микрополярной теории пластин

со свободным вращением с учетом поперечных сдвигов (уравнения (2.5)–(2.7) и граничные
условия (2.8) (в данном случае условия шарнирного опирания)):

w = 0, Mii = 0, Lij = 0, Ωi = 0, ψj = 0, Λi3 = 0 при xi = 0, a (2.13)

и без учета поперечных сдвигов (уравнения (2.6)–(2.11) и граничные условия (2.12)):

w = 0,
∂2w

∂x2
i

= 0, Lij = 0, Ωi = 0,
∂w

∂xj
= 0, Λi3 = 0 при xi = 0, a. (2.14)

При указанных граничных условиях и внешней нагрузке решение системы уравнений

(2.5)–(2.7) (которое тождественно удовлетворяет граничным условиям (2.13)) будем искать
в виде

w = A1 sin (πx1/a) sin (πx2/b), i = A6 cos (πx1/a) cos (πx2/b),

Ω1 = A2 sin (πx1/a) cos (πx2/b), Ω2 = A3 cos (πx1/a) sin (πx2/b), (2.15)

ψ1 = A4 cos (πx1/a) sin (πx2/b), ψ2 = A5 sin (πx1/a) cos (πx2/b)

(Ak (k = 1, 2, . . . , 6) — постоянные).
Если основную систему уравнений изгиба (2.5)–(2.7) микрополярных пластин запи-

сать через функции w, Ω1, Ω2, ψ1, ψ2, i и для полученной системы уравнений задать

решение в виде (2.15), то для определения коэффициентов Ak, k = 1, 2, . . . , 6 получим
алгебраическую линейную неоднородную систему уравнений.

Аналогично решается задача (2.6), (2.9)–(2.11), (2.14).
В таблице приведены результаты численного решения исследуемых задач (рассмат-

ривался гипотетический материал пластины, несмотря на то что в настоящее время су-
ществуют микрополярные материалы — искусственные кости, для которых определены
физические константы [25]). Расчеты проводились при следующих значениях физических
параметров материала пластины: α = 1,6 МПа, µ = 2 МПа, λ = 3 МПа, γ = ε = 3 кН,
β = 1,2 кН, p0 = 100 Па. Из данных, представленных в таблице, следует, что согласно
микрополярной теории со свободным вращением (с учетом поперечных сдвигов или без
их учета) выбранный микрополярный упругий материал пластины имеет очень высокие
прочностные и жесткостные характеристики.

Указанные эффекты будут существовать и при других граничных условиях и видах

внешней нагрузки, а также при других значениях упругих констант микрополярного ма-
териала (при которых выполняются условия (2.1)).

Кроме того, из таблицы следует, что при использовании микрополярной теории необ-
ходимо учитывать поперечные сдвиги.
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Прочностные и жесткостные характеристики пластины из микрополярного материала

со свободным вращением с учетом поперечных сдвигов (обобщенная гипотеза Тимошенко)
и без их учета (обобщенная гипотеза Кирхгофа)

δ∗
Номер

расчета

a = b,
мм

h,
мм

Обобщенная гипотеза

Тимошенко

Обобщенная гипотеза

Кирхгофа

σ̃∗∗
11 w̃∗∗∗ σ̃11 w̃

1/40 1 8 0,2 0,000 74 0,006 460 0,003 67 0,003 67
2 20 0,5 0,000 81 0,006 525 0,003 74 0,003 74
3 50 1,25 0,001 22 0,006 936 0,004 15 0,004 15
4 80 2,0 0,001 99 0,007 699 0,004 92 0,004 92
5 100 2,5 0,002 70 0,008 402 0,005 62 0,005 62
6 200 5,0 0,008 55 0,014 219 0,011 48 0,011 48

1/100 1 8 0,08 0,000 12 0,001 055 0,000 59 0,000 59
2 20 0,2 0,000 13 0,001 066 0,000 60 0,000 60
3 50 0,5 0,000 20 0,001 132 0,000 67 0,000 67
4 80 0,8 0,000 32 0,001 256 0,000 79 0,000 79
5 100 1,0 0,000 43 0,001 370 0,000 90 0,000 90
6 200 2,0 0,001 38 0,002 319 0,001 85 0,001 85

∗ δ = h/a (a, h — длина и толщина пластины соответственно).
∗∗ σ̃11 = (σmax

11 )микр./(σmax
11 )клас..

∗∗∗ w̃ = (wmax)микр./(wmax)клас..

Заключение. В отличие от работы [20], где построена упрощенная модель изгибной
деформации микрополярных изотропных упругих тонких пластин, в основную систему

которой не входят дифференциальные уравнения равновесия относительно моментов Mii,
Mij , а также физические соотношения относительно этих величин и усилий N3i, и, есте-
ственно, не сформулированы соответствующие граничные условия, в данной работе по-
строена полная система уравнений с граничными условиями для микрополярных пластин

с учетом поперечных сдвиговых деформаций, который очень важен в микрополярной тео-
рии с независимыми полями перемещений и вращений.

Построенная общая модель микрополярных упругих тонких пластин позволяет ре-
шать различные задачи статики и динамики пластин. Из решения задачи об изгибе шар-
нирно опертой прямоугольной пластины под действием синусоидально распределенной по-
перечной нагрузки следует, что пластины из микрополярного материала имеют высокие
прочностные и жесткостные характеристики.
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