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СОСТОЯНИЯ ГОРНОГО МАССИВА В ОКРЕСТНОСТИ ПОДКРЕПЛЕННОЙ 

КРУГОВОЙ ВЫРАБОТКИ, СООРУЖАЕМОЙ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ПОРОД 
С РАЗЛИЧНЫМИ ДЕФОРМАЦИОННЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
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Представлен новый аналитический метод оценки напряженного состояния горного массива, 
сложенного двумя типами пород, прямолинейная граница раздела которых находится вблизи 
подкрепленной круговой выработки. В основу метода положено строгое решение плоской 
задачи теории упругости для бесконечной весомой среды, составленной из двух различных 
материалов и ослабленной вблизи границы раздела подкрепленным круговым отверстием. 
Полученное решение базируется на применении теории аналитических функций комплекс-
ного переменного, свойств интегралов типа Коши и комплексных рядов. Рассмотрен пример 
распределения напряжений в массиве окрестности выработки. Выполнен сравнительный 
анализ результатов расчета, полученных в соответствии с предложенным методом, и данных 
компьютерного моделирования МКЭ. 
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A new analytical method for estimating the stress state of a rock mass composed of two types of 
rocks with a straight-line boundary near a supported circular opening is proposed. The method is 
based on a strict solution of the plane problem of elasticity theory for an infinite weighty medium 
composed of two different materials and weakened near the rock interface by supported circular 
opening. The obtained solution is based on the theory of analytical functions of complex variables, 
properties of Cauchy-type integrals and complex series. An example of stress distribution in the 
rock mass near the opening is considered. A comparative analysis of the calculation results obtained 
in accordance with the proposed method and the data of FEM computer simulation are discussed. 
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При проектировании подземных сооружений необходимо учитывать наличие в массиве в не-
посредственной близости от кровли или почвы слоев с другими деформационными характеристи-
ками. До настоящего времени для этой цели применяется компьютерное моделирование с исполь-
зованием программных комплексов, реализующих в основном метод конечных элементов (МКЭ). 
Следует отметить, что практическая реализация конечно-элементных моделей, несмотря на 
современный высокий уровень развития компьютерных технологий, сопряжена с рядом слож-
ностей, обусловленных отсутствием жестких критериев. В частности, необходимость ограничения 
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размеров рассматриваемой области моделирования, а также широкий диапазон возможного изме-
нения того или иного параметра в процессе формирования условий закрепления модели может 
приводить к значительному разбросу получаемых результатов [1]. Эти обстоятельства делают 
целесообразным настройку и последующее тестирование разработанных сложных компьютерных 
моделей, применяемых, например, в работах [2 – 6], на основе рассмотрения аналогичных задач  
в упрощенной постановке, решенных аналитическими методами [7]. 

В Тульском государственном университете в течение нескольких лет проводятся исследова-
ния, связанные с разработкой новых аналитических методов, предназначенных для расчета крепи 
подземных сооружений и оценки напряженного состояния горного массива в окрестности выра-
боток, в том числе с учетом влияния близкорасположенной границы слоя пород с другими дефор-
мационными характеристиками [8]. Цель настоящего исследования — математическое модели-
рование напряженного состояния горного массива, составленного двумя типами пород, в окрест-
ности круговой горной выработки глубокого заложения, подкрепленной монолитной крепью при 
действии гравитационных сил (рис. 1). 
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Рис. 1. Расчетная схема 

Горный массив моделируется областью, составленной из двух весомых полубесконечных сред  
S0,1 S0,2, соответствующих породным слоям, с прямолинейной линией раздела L. Слой с другими 
деформационными характеристиками расположен выше свода выработки на расстоянии h от ее 
центра. Монолитная крепь моделируется круговым кольцом S1 из другого материала, наружный и 
внутренний контуры L0 и L1 которого имеют радиусы R0 и R1 соответственно.  

Действие собственного веса пород, вызванных гравитационными силами, моделируется зада-
нием в областях S0,j ( j = 0, 1) неравнокомпонентных полей начальных напряжений (0)(0, )j

xσ , (0)(0, )j
yσ   

( j = 0, 1) с отношением главных напряжений λ. Удельный вес пород γ в рассматриваемых слоях 
горного массива принят одинаковым, а материал крепи — невесомым, т. е. собственный вес крепи 
не учитывается. Полные напряжения в массиве — составной области S0,1 + S0,2 — представляются 
в виде сумм начальных и дополнительных напряжений, обусловленных проходкой выработки [7, 9]. 

Слои пород — области S0,j ( j = 0, 1) — имеют различные деформационные характеристики: 
модули деформации Е0,j ( j = 0, 1) и коэффициенты Пуассона ν0, j ( j = 0, 1) — и деформируются 
совместно, т. е. на линии контакта L выполняются условия непрерывности векторов полных 
напряжений и смещений, при этом смещения рассматриваются только дополнительные [7]. На 
границе L0 кольца S1 с областью S0,1 также выполняются условия неразрывности векторов напря-
жений и смещений. Внутренний контур L1 свободен от внешних сил. Принимается, что глубина 
заложения сооружения значительно превышает его поперечные размеры. Это допущение дает 
возможность не учитывать перепад начальных напряжений по высоте сечения выработки [7, 9]. 
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При решении поставленной задачи использован метод, предложенный в работах [10, 11]. Он 
основан на теории аналитических функций комплексных переменных [12, 13], которая была моди-
фицирована применительно к особенностям указанной расчетной схемы. Полученное решение 
реализовано в виде компьютерной программы, позволяющей проводить эффективные многовари-
антные расчеты как в целях практического проектирования, так и при решении научных задач, 
связанных с тестированием различных конечно-элементных моделей.  

Особенностью решения является сведение исходной задачи об определении напряженного со-
стояния бесконечной среды, составленной из двух различных материалов и ослабленной подкреп-
ленным отверстием, к итерационному процессу, в каждом приближении которого рассматривается 
задача для однородной среды с подкрепленным отверстием при граничных условиях, содержащих 
дополнительные члены в виде рядов Лорана [12]. Отметим, что в частном случае, приняв в 
качестве исходных данных E1 = 0, ν1 = 0.5, с помощью предлагаемого подхода можно 
реализовать известную в геомеханике задачу определения напряженно-деформированного 
состояния крепи выработки неглубокого заложения с учетом влияния дневной поверхности [13]. 

В качестве примера представлены результаты моделирования полей напряжений в окрест-
ности круговой выработки (рис. 2), полученные в соответствии с предлагаемым методом и при 
компьютерного моделирования методом конечных элементов при следующих данных R1 = 1.5 м, 
R0 = 1.8 м, h = 2.0 м, E0,1 = 5000 МПа, ν0 = 0.35, E0,2 = 250 МПа, ν0 = 0.35, E1 = 23000 МПа, ν0 = 0.2. 
Коэффициент бокового давления λ = 0.54 принят одинаковым в областях S0,j ( j = 0, 1). 

 
Рис. 2. Расчетная модель 

Результаты математического моделирования — эпюры нормальных тангенциальных напря-
жений на наружном ( )ex

θσ  и внутреннем ( )in
θσ контурах крепи — представлены на рис. 3 в безраз-

мерной форме, т. е в долях величины γHα* (H — глубина заложения выработки; α* — коррек-
тирующий множитель, учитывающий отставание возведения крепи от забоя выработки [7]). 

 
Рис. 3. Результаты математического моделирования напряжений на внутреннем (а) и наружном (б) 
контурах крепи 
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Аналогичные результаты компьютерного моделирования МКЭ при задании γ = 0.02 МН/м3,  
H = 100 м, α* = 1 представлены на рис. 4. 

 

Рис. 4. Результаты компьютерного моделирования — изополя нормальных тангенциальных  
(окружных) напряжений θσ  

ВЫВОДЫ 

Анализ результатов показывает, что они в целом удовлетворительно согласуются. Поскольку 
данные математического моделирования получены заранее, в процессе разработки конечно-
элементной модели размеры рассматриваемой области и граничные условия корректировались 
соответствующим образом для достижения желаемого результата. Так, в приведенном примере 
симметричная компьютерная модель имела размеры, каждый из которых существенно превышал 
5R0, в то время как ограничения накладывались только на перемещения угловых точек модели. 

Предлагаемый аналитический метод расчета может применяться как в практических целях при 
проведении многовариантных расчетов при проектировании горных выработок, сооружаемых 
вблизи границы раздела слоев пород с различными деформационными характеристиками, так и 
для верификации сложных конечно-элементных компьютерных моделей.  
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