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Ïðåäñòàâëåí ïîäõîä, îáåñïå÷èâàþùèé ïðîñòîòó ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé ýôôåê-
òèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è ïî-
çâîëÿþùèé ñ åäèíûõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ ïîçèöèé âûâîäèòü óðàâíåíèÿ äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ êàê âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, òàê è ìîìåíòîâ (íà÷àëüíûõ è öåíòðàëü-
íûõ) ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ ïåðåõîäíîãî ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñ-
òåìû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ ìàññîâûì ïàðàëëåëèçìîì.

Ââåäåíèå. Â òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÂÑ) ïîä ïîêàçàòåëÿìè ýô-
ôåêòèâíîñòè [1, 2] ïîíèìàþò êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè íàäåæíîñòè,
æèâó÷åñòè è îñóùåñòâèìîñòè ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷. Â ðàáîòàõ [1, 2]
ââåäåíî ïîíÿòèå æèâó÷åñòè ðàñïðåäåëåííûõ ÂÑ è ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà
ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, ôóíêöèè ïî-
òåíöèàëüíîé æèâó÷åñòè). Ñòàòèñòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ÝÂÌ òðåõ ïîêîëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàçíîé
ðàáîòû ìàøèí è èõ âîññòàíîâëåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ýêñïîíåíöèàëüíûì
[3–5]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîäòâåðäèëî
ãèïîòåçó îá ýêñïîíåíöèàëüíîñòè ôóíêöèè íàäåæíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ìà-
øèí (ÝÌ), ñîñòàâëÿþùèõ ÂÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èçó÷åíèè ýôôåêòèâíîñòè
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ âïîëíå äîïóñòèìî ïðèìåíåíèå ðàçâèòîãî àïïàðàòà
ìàðêîâñêèõ (â ÷àñòíîñòè, ïóàññîíîâñêèõ) ïðîöåññîâ.

3

* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ãðàíòû ¹ 07-07-00142, ¹ 06-07-89089, ¹ 08-08-00300, ¹ 08-07-00022) è Ñîâåòà ïî ãðàíòàì
Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ãðàíò ¹ ÍØ-2121.2008.9).



Ïðè àíàëèçå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ â êà÷åñòâå áàçîâûõ ïîêàçàòåëåé íà-
äåæíîñòè èñïîëüçóþòñÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé [2, 4]. Äëÿ áîëüøåìàñøòàá-
íûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ââîäÿòñÿ ïîêàçàòåëè æèâó÷åñòè (îáîáùàþùèå
ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè ñèñòåì [5]).

Ïîêàçàòåëè æèâó÷åñòè ÂÑ îòíîñÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì.
Îíè ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü ôóíêöèîíèðîâàíèå ÂÑ â öåëîì è âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñî-
ñòîÿíèå ñèñòåì â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. ßñíî, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿ
òî÷íîñòè àíàëèçà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è ìîìåíòû
(íà÷àëüíûå è öåíòðàëüíûå) âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ñóùåñòâóþùàÿ ìåòîäèêà ñîñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé [5] îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëîãèÿõ
ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé [5–8], ÷òî íå âïîëíå äî-
ñòàòî÷íî äëÿ åå îáîñíîâàíèÿ. Èìåííî ïîýòîìó îòñóòñòâóåò ìåòîäèêà ñîñòàâ-
ëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ (äèñ-
ïåðñèè, êîýôôèöèåíòà àñèììåòðèè è äð.).

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñîñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàê âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ÂÑ, òàê è ìîìåíòîâ
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ìåòîä îñíîâàí íà ìîäåëÿõ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ [7, 8] è àïïàðàòå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé [8]. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ïîçâîëÿþò îñóùåñòâëÿòü àíàëèç ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ â ñòàöèîíàðíîì è
ïåðåõîäíîì ðåæèìàõ [9].

Ñóòü ìåòîäà. Èç òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èçâåñòíî, ÷òî îäíîðîä-
íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðàÿ äîïóñêàåò àäàïòàöèþ ê êîíêðåòíîé çàäà÷å. Èñïîëüçîâàíèå ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé ê îäíîìó ëèíåéíî-
ìó óðàâíåíèþ: â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð, ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ F ( , ),z t ãäå z – ñèñòåìíàÿ ïåðåìåííàÿ, t – âðåìÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî
ïåðåìåííîé z, ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ�1 ( )t – íà÷àëüíîãî ìîìåíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �j t( ) (ìîìåíòà ïîðÿäêà j)òðåáóåòñÿ ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ j ðàç, ïðè÷åì ïîñëå êàæäîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà, ïîðÿäîê êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Ïîñëå j-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç j
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

d

dt
j j i jt a t f t t t t� � � � �( ) ( ) ( , ( ), ... , ( ), ... , ( )),� � �1 1

ãäå a – êîíñòàíòà, �s t( ) – ìîìåíò ïîðÿäêà s, s E jj� � ��
1

1 1 2 1{ , , ... , }, j E� �
1 .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

� �1 1 10 0 0 1( ) , ( ) , , , .� � � 	 � � �i s s E i Es
j

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÂÑ, ñîñòîÿùóþ èç N ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí [2, 5],
êàê ñëîæíóþ ñèñòåìó, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì èç l
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé
 l

Nk t l E N k E( , ), { , , ... , }, ,� � � �
1 11 2 ãäå èíäåêñ k îïðå-

äåëÿåò ïðåáûâàíèå ÂÑ â ñîñòîÿíèè Ck â ìîìåíò âðåìåíè t� �[ , ).0 ßñíî, ÷òî
êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 
 l k t( , ) îòðàæàåò îäíó îïðåäåëåííóþ ãðàíü
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ñóùíîñòè ñèñòåìû, à ýôôåêòèâíîñòü ÂÑ â öåëîì îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì ïîêà-
çàòåëåé.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ îïèñàíèå ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ÂÑ ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó ðîæäåíèÿ
è ãèáåëè ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü P i tk ( , ) – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t� �[ , )0 âû÷èñ-
ëèòåëüíàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè Ck ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t �0ÂÑ íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè Ci , k i E NN, { , , , ... , },� �0 0 1 2

N E� �
0 . Òîãäà ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d

dt
P i t P i t P i t Pk k k k k k k k( , ) ( ) ( , ) ( , ) (� � � � �� � � �� � � �1 1 1 1 i t, ),

(1)

P i t r E E tr N( , ) , , [ , ),� � � 
 � ��
��

�
�0 01 1

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

P i P i i k i k Ei k
N( , ) , ( , ) , , , .0 1 0 0 0� � 	 � (2)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè ÂÑ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Èìååòñÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ÂÑ, ñîñòîÿùàÿ èç N èäåíòè÷íûõ (ïî îñíîâíûì ñâî-
èì ôóíêöèÿì) ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí [2]. Êàæäàÿ ÝÌ â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè t� �[ , )0 ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîñòîÿíèé: ðà-
áîòîñïîñîáíîì èëè íåðàáîòîñïîñîáíîì.

Âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ÝÌ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, çàäàííîé
ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì � – èíòåíñèâíî-
ñòüþ îòêàçîâ. Â ñëó÷àå îòêàçà ÝÌ âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíèì èç m N� âîññòà-
íàâëèâàþùèõ óñòðîéñòâ (ÂÓ). Âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ êàæäîé ÝÌ îäíèì ÂÓ
ñ èíòåíñèâíîñòüþ�ïîä÷èíÿåòñÿ òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t êàæäîå èç ÂÓ ìîæåò âîññòàíàâëèâàòü íå áîëåå îäíîé ÝÌ.
Òðåáóåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàáîòîñïîñîáíîñòü ÂÑ â óñëîâèÿõ îòêàçîâ è
âîññòàíîâëåíèé ÝÌ.

Êîíêðåòèçèðóåì: ïóñòü P i tk ( , ) – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè
t� �[ , )0 ÂÑ èìååò k ÝÌ â ñîñòîÿíèè îòêàçà ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t �0 â ñîñòîÿíèè îòêàçà íàõîäèëîñü i ÝÌ, ò. å. âûïîëíåíû
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2).

Ïóñòü òàêæå M ti ( ) – ñðåäíåå ÷èñëî ÝÌ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, íàõî-
äÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè îòêàçà â ìîìåíò âðåìåíè t, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè èõ áûëî i M ii, ( ) ,0 � à D ti ( ) – ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñ-
ïåðñèÿ; ïî îïðåäåëåíèþ Di ( ) .0 0�

Ñ÷èòàåì, ÷òî âîññòàíîâèòåëüíûå îïåðàöèè â âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå

îñóùåñòâëÿþò m îäíîðîäíûõ ÂÓ, m E N� 1 . «Ïðèðîäà» ýòèõ ÂÓ ìîæåò áûòü

ïðîèçâîëüíîé: ýòî ëèáî ñïåöèàëüíûå àïïàðàòû, ëèáî ìèêðîïðîãðàììíûå
óñòðîéñòâà, ëèáî ïðîãðàììû, ëèáî êîìïîçèöèè èç îòìå÷åííûõ ñðåäñòâ. Ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòü âîññòàíàâëèâàþùåé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ è ÷èñëîì m, è
èíòåíñèâíîñòüþ � âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøèõ ÝÌ îäíèì ÂÓ. Ïðè ýòîì
áóäåì îòíîñèòü âîññòàíàâëèâàþùóþ ñèñòåìó ê âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûì,
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åñëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñðåäíåå ÷èñëî îòêàçàâøèõ ýëåìåíòàðíûõ ìà-
øèí ÂÑ íå ïðåâûøàåò îáùåãî êîëè÷åñòâà ÂÓ.

Ïîëîæèì â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1)

� � � � � �k k k
m

k
mN k

k k m

m k m
� � � �

�

�

�
�
�

��
( ) ; ,

, ,

, .
(3)

Ñëó÷àé 1. Âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèñòåìà èìååò âûñîêóþ ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü, òîãäà� � � � �t M t mi[ , ) ( ) ,0 ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå (1) ìîæíî ïî-
ëîæèòü � �k k� . Ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

F F( , , ) ( , ), ( , , ) .i z t z P i t i z zk

k

N

k
i� �

�
�

0

0

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ñ ó÷åòîì (3) ïðè-
âîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [9]:
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�
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�
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F F
F
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t
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z z N z i z t1 1� � � ,

èç êîòîðîãî ìîæåò áûòü íàéäåíî F ( , , ).i z t Äàëåå, çàìå÷àÿ, ÷òî

P i t i tk

k

k
k z

( , ) ( , , ),
!

�
�

�

1
0F

èìååì ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2)
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N

k j
t t rk

j

j

k
i j( , ) ( ) [ ( )]�

�

�
�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

�
� �

�

��
1

1
0

� � k j N k i jr t� � � ��[ ( )] ,1

� � � � � � � � �( ) ( ) [ ( )]exp[ ( ) ],t t� � � � � �

r t t( ) ( ) [ ( )]exp[ ( ) ].� � � � � �� � � � � � � �

Âåðîÿòíîñòè P i tk ( , ) çàäàþò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â ìîìåíò
âðåìåíè t� �[ , ).0 Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû [8], ìîæ-
íî íàéòè M ti ( ) è D ti ( ).

Âû÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëî-
æåííûì ìåòîäîì. Äåéñòâèòåëüíî èç óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî-
ñëå äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé z ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

d

dt

d

dt

M t M t N

D t M t M t

i i

i i i

( ) ( ) ( ) ,

[ ( ) ( ) ( )] (

� � �

� � �

� � �

�2 2 � � � � �

�

�
�

�
� �) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )D t M t M t N M ti i i i

2 2 1

(4)

6



è ó÷èòûâàåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

M i D i mi i( ) , ( ) , .0 0 0� � � (5)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ñ ó÷åòîì (5) èìååò âèä

M t N i r t i t

D t N i r t r t i t

i

i

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )[ ( )] (

� � �

� � � �

�

�1 )[ ( )].1�

�
�
�

�� � t
(6)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè i �0, íàõîäèì

M t Nr t D t Nr t r t0 0 1( ) ( ), ( ) ( )[ ( )].� � �

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ (ò. å. ïðè t � )
èìååì

M M t
t

i

N
� �
 � �

lim ( ) ;
�

� � (7)

D D t
t

i

N
� �
 � �

lim ( )
( )

��

� � 2

ïðè óñëîâèè, ÷òî N m� � �( )� � [2].
Ñêîðîñòü âõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ÂÑ â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ïðè íà-

ëè÷èè âîññòàíàâëèâàþùåé ñèñòåìû âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè èëëþñò-
ðèðóåò ðèñ. 1. Íà ýòîì ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî ÷èñëà
M t5 ( ) îòêàçàâøèõ ÝÌ îò âðåìåíè t ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè D t M5 5 0 5( ), ( ) .� Ïðè
N �104, � � �10 3 1/÷, � �1 1/÷ ïîëó÷àåì êðèâûå F t M t t1 5( ) ( ) ( ),� �! f t1 ( ) �
� M t5 ( ), ãäå ! 2

5( ) ( ).t D t� Ïðè N �104, � � �10 4 1/÷, � �1 1/÷ èìååì êðèâûå

F t M t t f t M t2 5 2 5( ) ( ) ( ), ( ) ( ).� � �!
Äëÿ ýêñïðåññ-àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ôîðìóëû (7) óæå ïðè t "5 ÷:

M D N N# � � # � � $ � #� �� � � � � �( ) ( ) ( )10 10 1 104 3 3
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# $ � % �� �10 10 1 10 104 3 3( ) 3,16.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ñêðóïóëåçíîì àíàëèçå ýôôåêòèâíî-
ñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ÂÑ òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü äèñïåðñèþ
÷èñëà îòêàçàâøèõ ÝÌ.

Ñëó÷àé 2. Âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèñòåìà èìååò íåâûñîêóþ ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü, ò. å.� � � � �t M t mi[ , ) ( ) .0 Òàêèì îáðàçîì, ïðè äëèòåëüíîé ýêñï-
ëóàòàöèè ñèñòåìû âñå âîññòàíàâëèâàþùèå óñòðîéñòâà âñåãäà çàíÿòû. Êàê
ñëåäóåò èç ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ [4, 8, 10], ïàðàìåòð
N m� �� "0ìîæíî ïðèíÿòü çà èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïðîñòåéøåãî ïîòî-
êà òðåáîâàíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî � �, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ïðîñòåé-
øåãî ïîòîêà [8].

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñîâðåìåííûå ðàñïðåäåëåííûå ÂÑ ÿâëÿþòñÿ áîëüøåìàñ-
øòàáíûìè (èëè õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàññîâûì ïàðàëëåëèçìîì), òî ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1)

k k N mk k � � � �; ; .� � � � � (8)

Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

F F( , , ) ( , ), ( , , ) ,i z t z P i t i z zk

k

k
i� �

�

�

�
0

0
(9)

è ó÷èòûâàÿ (8), ñèñòåìó (1) ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ:

�

�

�

�
� � � � � �

F F
F

( , , ) ( , , )
( ) ( )( ) ( , ,

i z t

t

i z t

z
z N m z i z t� � �1 1 ).

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó

d

dt

d

dt

M t M t N m

D t M t M t D

i i

i i i

( ) ( ) ,

[ ( ) ( ) ( )] [

� � �

� � �

� � �

�2 2 i i i it M t M t N m M t( ) ( ) ( )] ( ) ( ).� � � �

�

�
�

�
� 2 2 � �

(10)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (5) èìååò âèä

M t i

D t i

i
t

i

N m N m

N m N

( ) ,

( )

� � ��

�
�

�

�
�

� � �

� �

� �

�� �

�

� �

�

� �

�

�

�e

m t ti
�

�

� ��

�
�

�

�
� �

�

�
��

�
�
�

� �e e 2 .

(11)

Åñëè i m� , òî ðåøåíèå (11) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íèçêîé ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè è ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Åñëè i m� ïðè äëèòåëüíîé ýêñïëóàòàöèè ÂÑ
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(ïîñòóëèðóÿ, ÷òî ïåðâîå ñîáûòèå ïðîèçîéäåò ïðè t "0),òî ðåøåíèå (11) ìîæ-
íî ñ÷èòàòü «àñèìïòîòè÷åñêè» òî÷íûì, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè [5].

Íàïðèìåð, ïðè i �0 ïîëó÷àåì

M t D t
N m N mt t

0 01 1( ) ( ), ( ) ( ).� � � �
� �� �� �

�

� �

�

� �e e

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ èìååì

M M t
t

i

N m
� �
 �

�
lim ( ) ;

� �

� (12)

D D t
t

i

N m
� �
 �

�
lim ( ) .

� �

�

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè â ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ èñïîëüçóþò-
ñÿ ïðîñòåéøèå ïîòîêè, òî âñå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ñòàöèîíàð-
íîãî ðåæèìà áóäóò íåçàâèñèìû îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ÷òî è ïîäòâåðæäàåòñÿ
ôîðìóëàìè (7) è (12), à ðåçóëüòèðóþùèå ïîòîêè, ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé èñõîäíûõ, òàêæå áóäóò ïðîñòåéøèìè [10].

Ñêîðîñòü âõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ÂÑ â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè íèçêîïðîèçâîäèòåëüíîé âîññòàíàâëèâàþ-
ùåé ñèñòåìû èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M t4 ( ) ðàññ÷èòàíî äëÿ � � �10 4 1/÷, � �1 1/÷,

m�1. Êðèâûå F t M t t f t M t2 4 2 4( ) ( ) ( ), ( ) ( )� � �! ñîîòâåòñòâóþò N �104, à

êðèâûå F t M t t f t M t1 4 1 4( ) ( ) ( ), ( ) ( )� � �! – çíà÷åíèþ N � �10 164 ; !( )t �
� D t4 ( ). Âèäíî, ÷òî ÂÑ ìåäëåííî âõîäèò â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ( t % &6

&104 ÷) è âëèÿíèå äèñïåðñèè íà M t4 ( ) íå ñòîëü ñóùåñòâåííî, êàê â ñëó÷àå 1.

Ïðè ðàñ÷åòàõ äëÿ îöåíêè ðàáîòû ÂÑ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (11).
Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

ðàñïðåäåëåííûõ ÂÑ ïðè íàëè÷èè âîññòàíàâëèâàþùèõ ñðåäñòâ ðàçëè÷íîé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, îñíîâàíî íà íåñîâìåñòíûõ óñëîâèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäàÿ èç ôîðìóë (6) è (11) èìååò ñòðîãî îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ ïðèìåíÿå-
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ìîñòè (â ÷àñòíîñòè, è âðåìåííûå). Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âðåìÿ t
ïåðåõîäà ÂÑ îò «íèçêîïðîèçâîäèòåëüíûõ» óñëîâèé âîññòàíîâëåíèÿ ê «âûñî-
êîïðîèçâîäèòåëüíûì» [9], ò. å. îò ôîðìóë (11) ê (6). Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
òàêàÿ ïîñòàíîâêà èññëåäîâàíèÿ óìåñòíà ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå âûñî-
êîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âîññòàíàâëèâàþùåé ñèñòåìû ( ( ) )M t mi � âûïîëíÿ-
åòñÿ, íî ÂÑ ïî êàêèì-ëèáî ôîðñ-ìàæîðíûì ïðè÷èíàì íàõîäèëàñü â íà÷àëü-
íîì ñîñòîÿíèè i M mi� "( ) .0

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè â (6) è (11) äëÿ M ti ( ), íàõîäèì

t t
m N i

m N
� �� � � �

� �
�

� � � �

� � � �

1 0ln , .
( )[ ( ) ]

[ ( ) ]

(13)

ßñíî, ÷òî ôîðìóëà (13) ñïðàâåäëèâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

i N

m N

m N i

" �

" �

" �

�

�
��

�
�
�

� � �

� � �

� �

( ),

( ),

( ) .

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ âðåìåíè t m( )ïåðåõîäà ÂÑ îò íèçêîïðî-
èçâîäèòåëüíûõ óñëîâèé âîññòàíîâëåíèÿ ê âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûì â çàâè-
ñèìîñòè îò ÷èñëà m ÂÓ ïðè N �104, � � �10 4 1/÷, � �11/÷, i �9, ïðè÷åì t ( )1 �
� � $2 2 104 ÷.

Ãðàôèê íà ðèñ. 4 îòðàæàåò çàâèñèìîñòü âðåìåíè t N( ) ïåðåõîäà ÂÑ îò
íèçêîïðîèçâîäèòåëüíûõ óñëîâèé âîññòàíîâëåíèÿ ê âûñîêîïðîèçâîäè-
òåëüíûì ïðè âàðüèðîâàíèè ÷èñëà N ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí (çíà÷åíèÿ îñòàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ ôèêñèðîâàíû: � � �10 4 1/÷, � �1 1/÷, m i� �1 20, ). Äîïîë-

íåíèåì ê ãðàôèêó ñëóæàò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: t( )2000 23% ÷, t( )5000 39% ÷,
t ( )10000 % 2,99 $104 ÷.

Ãðàôèê äëÿ t N( ) ïîäòâåðæäàåò èíòóèòèâíî ïîíÿòíóþ çàâèñèìîñòü: ÷åì
áîëüøå N, òåì äîëüøå âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèñòåìà äîëæíà óñòðàíÿòü îòêà-
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çû â ÂÑ, íà÷àâøåé ôóíêöèîíèðîâàòü ñ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëûì êîëè÷åñòâîì ðà-
áîòîñïîñîáíûõ ìàøèí.

Êðîìå òîãî, èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè èíòåíñèâíî-
ñòè îòêàçîâ îäíîé ÝÌ è ïðè íåèçìåííîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âîññòàíàâëè-
âàþùåé ñèñòåìû, ò. å. ïðè � �const è m� �const, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû äëÿ
íàðàùèâàíèÿ êîëè÷åñòâà ìàøèí â ñèñòåìå. (Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè
ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì N ÷èñëà ÝÌ â ÂÑ ìîæíî ñ÷èòàòü 104.) Âûõîä çà ýòè

ïðåäåëû ïðåâðàùàåò âîññòàíàâëèâàþùóþ ñèñòåìó èç âûñîêîïðîèçâîäè-
òåëüíîé â íèçêîïðîèçâîäèòåëüíóþ, íå ñïðàâëÿþùóþñÿ ñ ñóììàðíûì ïîòî-
êîì îòêàçîâ â ÂÑ. Îäíàêî êîëè÷åñòâî èñïðàâíûõ ÝÌ è îïðåäåëÿåò ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòü ÂÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÂÑ ïðè íàðàùè-
âàíèè êîëè÷åñòâà âõîäÿùèõ â íåå ÝÌ íå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ áåç àäåêâàò-
íîãî óâåëè÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âîññòàíàâëèâàþùåé ñèñòåìû è/èëè
íàäåæíîñòè ÝÌ.

Ðàñ÷åò ïîêàçàòåëåé îñóùåñòâèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ÂÑ.
Ñëó÷àé 3. Ðàññìîòðèì àáñîëþòíî íàäåæíóþ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíóþ

ðàñïðåäåëåííóþ ÂÑ, íà êîòîðóþ ïîñòóïàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ïðîñòûõ
çàäà÷ èíòåíñèâíîñòüþ ' ; ( – èíòåíñèâíîñòü èõ ðåøåíèÿ. (Ïðîñòàÿ çàäà÷à
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîãðàììîé [2].) Òàê êàê ÂÑ âûñîêîïðî-
èçâîäèòåëüíàÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à, ïîñòóïèâøàÿ â ñèñòåìó,
ñðàçó íà÷èíàåò îáñëóæèâàòüñÿ.

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå A ti ( ) äëÿ ÷èñëà çàäà÷,
íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå [2], è ñîîòâåòñòâóþùóþ äèñïåðñèþ D ti ( ) â ìîìåíò
âðåìåíè t� �[ , )0 ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

A i D i Ei i( ) , ( ) , .0 0 0 0� ) � � (14)

Ïóñòü P i tk ( , )– âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðàñïðåäåëåííîé ÂÑ â ìîìåíò âðå-
ìåíè t� �[ , )0 íà îáñëóæèâàíèè íàõîäèòñÿ k çàäà÷, à â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t �0 íà îáñëóæèâàíèè áûëî i çàäà÷, k i E, .� �

0 Ïîëàãàåì â ñèñòåìå (1)

N kk k � � �; ; .� ' � ( (15)
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (9) ñèñòåìà (1) ñâîäèòñÿ ê
îäíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

�

�

�

�
� � � � �

F F
F

( , , ) ( , , )
( )( ) ( ) ( , , ),

i z t

t

i z t

z
z z z i z t1 1' ( ' (16)

èç êîòîðîãî ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì äëÿ A ti ( ) è D ti ( )
ñèñòåìó

d

dt

d

dt

A t A t

D t A t A t D t

i i

i i i i

( ) ( ) ,

[ ( ) ( ) ( )] [ ( )

� �

� � �

( '

(2 2 � � �

�

�
�

�
� A t A t A ti i i

2 2( ) ( )] ( )'

(17)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (14).
Ðåøåíèå ñèñòåìû (17) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A t i

D t i

i
t t

i
t t

( ) ( )( ) ,

( ) ( )( ).

� � �

� � �

� �

� �

' (

' (

( (

( (

1

1

e e

e e

�
�
�

��
(18)

Õàðàêòåð âõîæäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì
ðàáîòû ïðè îáñëóæèâàíèè ïîòîêà çàäà÷ èëëþñòðèðóþò ðèñ. 5 è 6. Íà ðèñ. 5
ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé A ti ( ) (òîíêèå ëèíèè) è A t ti ( ) ( )�! (æèðíûå ëè-

íèè) äëÿ ' �10 1/÷, ( � 0,1 1/÷, i �0 50 90, , ; !( ) ( ).t D ti� Ñòàöèîíàðíûé ðå-

æèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ äîñòèãàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ÷åðåç t � 40 ÷; ó÷åò
äèñïåðñèè ñóùåñòâåíåí, òàê êàê max ( ) .! t �10

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè

A D A t D t
t

i i# � # � #
 �

lim [ ( ) ( )] .' ( ' (
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Â ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 5, èìååì A D# � #100 10.

Íà ðèñ. 6 ïðè ' �10 1/÷, ( � 0,2 1/÷ è ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÂÑ äîñòèãàåòñÿ ÷åðåç t %35 ÷;
max ( ) .! t �10

Ñëó÷àé 4. Èçó÷èì ôóíêöèîíèðîâàíèå ÂÑ íåâûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñ-
òè â ðåæèìå îáðàáîòêè íàáîðà ïðîñòûõ çàäà÷. Ïîëàãàÿ ' �0, i N� è çàìåíÿÿ
( âåëè÷èíîé i(, ïîëó÷àåì èç ñèñòåìû (1) âìåñòî óðàâíåíèÿ (16) ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå:

�

�

�

�
� � �

F F( , , ) ( , , )
( ) .

i z t

t

i z t

z
z i1 0( (19)

Èç (19) ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó

d

dt

d

dt

A t i A t

D t A t A t i A t

i i

i i i i

( ) ( ) ,

[ ( ) ( ) ( )] (

� �

� � �

(

(

0

22 ).

�

�
�

�
�

(20)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (20) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (14) èìååò âèä

A t i i ti ( ) exp( );� � (
(21)

D t i i t i ti ( ) exp( )[ exp( )].� � � �( (1

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå îò íà÷àëüíîãî íàáîðà i çàäà÷
â ÂÑ îñòàíåòñÿ ïîëîâèíà. Èç (21) èìååì i i i t2 � �exp( ),( òîãäà t i� ln ( ),2 ( à
äèñïåðñèÿ D t ii ( ) ;� 4 ! � i 2.

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà ðåøåííûõ ïðîñòûõ çàäà÷ îò
âðåìåíè t, åñëè íà÷àëüíûé íàáîð ñîñòîÿë èç i �10 çàäà÷, N �10,( � 0,1 1/÷.
Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ ïîëîâèíû çàäà÷, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå,
ñîñòàâèëî t � %ln2 0,69 ÷; ! % 1,6. Ñëåäîâàòåëüíî, çà 42 ìèí áóäåò ðåøåíî îò
3,4 äî 6,6 çàäà÷ èç 10 ïðè èíòåíñèâíîñòè ðåøåíèÿ N( �1 1/÷.
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Ñëó÷àé 5. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå íàáîðà ñëîæíûõ çàäà÷ íà âû÷èñëèòåëü-
íîé ñèñòåìå. Åñëè çàäà÷à ñëîæíàÿ, òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíîé ïðî-
ãðàììîé è ðåøàåòñÿ íà âñåì âûäåëåííîì äëÿ íåå ðåñóðñå.

Ïóñòü âûäåëåííûé ðåñóðñ ñîñòàâëÿåò n ìàøèí. Òîãäà (20) çàïèøåòñÿ êàê
ñèñòåìà

d

dt

d

dt

A t n

D t A t A t n A t

i

i i i i

( ) ,

[ ( ) ( ) ( )] ( ),

� �

� � �

�

�
� (

(

0

22

�
�

à åå ðåøåíèå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (15) ïðèìåò âèä

A t i n t D t n t t i ni i( ) , ( ) , ( ),� � � �( ( ( (22)

ãäå A ti ( ) – ñðåäíåå ÷èñëî çàäà÷, îñòàâøèõñÿ â ñèñòåìå ê ìîìåíòó âðåìåíè t.
Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ i ñëîæíûõ

çàäà÷ íàáîðà, t i nñð � ( )( ïðè ñòàíäàðòíîì îòêëîíåíèè ! � i. Íàïðèìåð,

ïðè âûäåëåííîì ðåñóðñå n �100ÝÌ âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ íàáîðà
èç 400 çàäà÷, ïðè ( � 0,1 1/÷ ñîñòàâèò tñð � $400 100( 0,1) = 40 ÷. Ñ ó÷åòîì

îòêëîíåíèÿ ! � �400 20 ïîëó÷àåì tñð. ! � $20 100( 0,1) = 2 ÷. Òàêèì îáðà-

çîì, ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ íàáîðà çàäà÷ ñ ó÷åòîì ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ
~
tñð � #40 2 ÷.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è âûâåäåíû ôîðìóëû, êîòîðûå ïî-
çâîëÿþò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü êà÷åñòâî àíàëèçà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áîëü-
øåìàñøòàáíûõ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.
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