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Рассматривается задача построения системы комбинированного адаптивного управления

периодическими режимами аффинного по управлению априорно неопределённого нелиней-
ного динамического объекта. На этапе имитационного моделирования иллюстрируется ка-
чество работы полученной системы управления.
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Введение. В настоящее время исследователи и разработчики систем автоматическо-
го управления уделяют особое внимание вопросам проектирования следящих систем для

объектов периодического действия— периодических систем управления (ПСУ). Основным
признаком ПСУ является наличие в контуре управления блока генератора периодических

сигналов, обеспечивающего адаптацию к задающим и возмущающим воздействиям цик-
лического характера. В ряде работ, затрагивающих вопросы построения ПСУ, решаются
задачи проектирования контуров периодического управления для линейных объектов [1, 2]
либо для нелинейных объектов с полностью измеримым вектором состояния [3, 4]. Необ-
ходимо отметить, что математическое описание большинства реальных технических объ-
ектов периодического действия с учётом их конструктивных особенностей содержит нели-
нейные параметры, которые необходимо учитывать при разработке алгоритмов управле-
ния. Кроме того, зачастую непосредственному измерению доступны не внутренние состо-
яния объекта, а его выходной сигнал, что также усложняет проектирование управляющих
систем.

Рассматривая работы [5–16], можно выделить класс нелинейных аффинных объектов,
функционирующих в периодических режимах. К таким объектам, в частности, относятся
электромагнитные подвесы [5–7, 10, 11], используемые при создании электромагнитных
подушек высокоскоростных поездов, обратные маятники, применяемые в системах балан-
сировки при создании гироскопов и в других областях [8]. В большинстве случаев раз-
работка систем управления аффинными объектами осуществлялась с помощью функций

Ляпунова [5–7, 10–12], а также методов нейронечёткого управления [8, 9]. Данные методы
не всегда оказываются эффективными, поскольку отсутствуют общие подходы к нахож-
дению решений для нелинейных априорно неопределённых систем. В работах [13–16] с
помощью критерия гиперустойчивости В. М. Попова синтезированы робастные алгорит-
мы аффинных систем управления априорно неопределёнными нелинейными объектами с

использованием фильтра-корректора.
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Таким образом, разработка эффективных и универсальных алгоритмов ПСУ нелиней-
ными аффинными априорно неопределёнными динамическими объектами с недоступным

непосредственному измерению вектором состояния является актуальной и востребованной

задачей.
В данной работе с помощью критерия гиперустойчивости строится комбинированная

адаптивная ПСУ нелинейным априорно неопределённым динамическим объектом, аффин-
ным по управлению, с относительным порядком больше единицы.

Исходное описание системы и постановка задачи. Рассматривается нелиней-
ный априорно неопределённый объект, динамические свойства которого описываются со-
отношениями

dx(t)/dt = A(x, t, ξ)x(t) + b(x, t, ξ)u(t) + f(t, ξ), y(t) = x1(t), x(0) = x0. (1)

Здесь A(x, t, ξ) = A(ξ) + b0α
T (x, t, ξ) — нелинейная матрица размера (n × n); A(ξ) =

= A0 + b0χ
T
0 (ξ) — некоторая матрица в форме Фробениуса соответствующего размера;

A0 — гурвицева матрица; b0 = [0, . . . , 0, 1]T — стационарный вектор порядка n; α(x, t, ξ) —
нелинейная ограниченная по величине вектор-функция вида

αT (x, t, ξ) = [α1(x, t, ξ), α2(x, t, ξ), . . . , αn(x, t, ξ)],

|αi(x, t, ξ)| ≤ α0i, α0i = const > 0; i = 1, 2, . . . , n;

(2)

χT0 (ξ) — некоторый стационарный вектор; b(x, t, ξ) = b0(1+β(x, t, ξ)) — нелинейная вектор-
функция; β(x, t, ξ) — ограниченная нелинейная функция 0 < β(x, t, ξ) ≤ β0 (β0 = const >
> 0); f(t, ξ) = [0, . . . , 0, fn(t, ξ)]T — вектор постоянно действующих внешних периодичес-
ких возмущений с элементом, ограниченным по величине

|fn(t, ξ)| = |fn(t+ T, ξ)| ≤ f0 = const > 0; (3)

T = const > 0 — период изменения функции; ξ — набор неизвестных параметров, удо-
влетворяющих гипотезе квазистационарности и принадлежащих известному конечному

множеству Ξ.
Поскольку у рассматриваемого объекта управления непосредственному измерению до-

ступна только выходная координата, для построения работоспособного контура управле-
ния подключим к его выходу наблюдатель состояния полного порядка с динамикой

dxn(t)/dt = AMxn(t) + b0u(t) +N(y(t)− yn(t)),

yn(t) = x1, n(t); vn(t) = ḡTxn(t),

(4)

где xn(t) ∈ Rn — оценки внутренних состояний объекта управления (переменные со-
стояния наблюдателя); N — вектор постоянных параметров, обеспечивающий заданную
точность оценки параметров системы [13]; yn(t) ∈ R — скалярный выход наблюдателя;
vn(t) ∈ R — обобщённый выход наблюдателя; ḡT = [ḡ1, ḡ2, . . . , ḡn] — вектор, формирую-
щий значение обобщённого выхода наблюдателя, рассчитываемый из условия ḡ = gK−1;
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gT = [g1, g2, . . . , gn] — вектор с положительными коэффициентами, формирующий скаляр-
ный выход эталонной модели, определяющей желаемую динамику переходных процессов
объекта управления (2), (3):

dxM (t)/dt = AMxM (t) + bMr(t), (5)

yM1(t) = gTxM (t); (6)

xM (t) ∈ Rn — эталонные переменные состояния; bM = b0 — вектор порядка n; AM = A0 —
матрица с отрицательными собственными числами; r(t) = r(t+T ) ∈ R — командный сиг-
нал (задающее воздействие) циклического характера; yM1(t) — скалярный выход эталона;
K — коэффициент согласования выходов эталона (5), (6) и наблюдателя (4):

K = lim
s→ 0

gT (sE − A∗)−1N = −gTA−1∗ N, A∗ = AM −NLT , LT = [1, 0, . . . , 0];

s — комплексная переменная; E — единичная матрица соответствующего размера.
Отметим два важных обстоятельства. Во-первых, при задании числовых значений

матрицы AM и соответствующем подборе коэффициентов вектора g [13] можно упростить
техническую реализацию эталона (5), (6), поскольку его динамика выражается соотноше-
нием

yM1(s) = [a0/(s+ a0)]r(s), a0 = const > 0, (7)

где r(s), yM1(s) — изображения по Лапласу входного и выходного сигналов.
Во-вторых, эталонное движение объекта будет описываться отличающейся от (7) эта-

лонной моделью [15, 16], которая определяется неявно путём расчёта параметров контура
наблюдения и принимает вид

yM2(s) =
a0Kg1

(s+ a0)K(gnsn− 1 + gn− 1sn− 2 + . . .+ g2s+ g1)
r(s) =

=
a0ḡ1

(s+ a0)(ḡnsn− 1 + ḡn− 1sn− 2 + . . .+ ḡ2s+ ḡ1)
r(s). (8)

Структуру контура управления зададим комбинированным способом в виде

u(t) = kθ(t)− χT (t)xn(t), θ(t) = θ(t− T ) + z(t); θ(s) = 0, s ∈ [−T ; 0], (9)

где k = const > 0; χ(t) = χ1(t) + χ2(t) — настраиваемый коэффициент регулятора; χ1(t),
χ2(t) — интегральная и периодическая части коэффициента настройки соответственно;
θ(t) — выход генератора периодических сигналов; z(t) — сигнал рассогласования выхо-
дов эталона (5), (6) и наблюдателя (4). Отметим, что использование контура наблюдения
позволяет построить для рассматриваемого объекта управления замкнутую систему, ре-
гулятор которой будет содержать оценки переменных состояния объекта.
Постановка задачи. Для нелинейного объекта (1)–(3) с помощью эталонной модели

и дополнительного контура наблюдения требуется определить адаптивный алгоритм на-
стройки параметра χ(t) регулятора (9), который обеспечивал бы при любых начальных
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условиях x(0), любых ограниченных внешних возмущениях (3) и любом уровне априорной
неопределённости ξ ∈ Ξ выполнение целевых условий:

lim
t→∞

|yM1(t)− y(t)| ≤ ϑ0, ϑ0 = const > 0;

lim
t→∞

‖χ1(t)‖ ≤ ∆01, ∆01 = const > 0;

lim
t→∞

χ2, i(t) = χ∗2, i(t+ T ), i = 1, 2, . . . , n.

(10)

Метод решения и алгоритмы контура управления. Воспользуемся критерием
гиперустойчивости при разработке управляющего контура для рассматриваемой комбини-
рованной адаптивной системы. Уравнение рассогласования векторов состояния эталонной
модели xM (t) и объекта управления x(t), соответствующее эквивалентному математичес-
кому описанию синтезируемой системы, с учётом выражений (1)–(6) примет вид

de(t)

dt
= A0e(t) + b0µ(t), z(t) = gT e(t),

µ(t) = (1 + β(x)){−k[θ(t)− θ̃(t, x)] + [χ1(t)− χ0]Tx(t) + [χ2(t)− α̃(x)]Tx(t)},

θ̃(t) =
r(t) + fn(t)

k(1 + β(x))
, α̃(x) =

α(x)− χ0β(x)

1 + β(x)
,

(11)

где e(t) = xM (t)−x(t) ∈ Rn — вектор рассогласования; µ(t) ∈ R — сигнал видоизменённо-
го управления; z(t) — выход эквивалентной системы (ошибка регулирования по основному

контуру системы); θ̃(t, x), α̃(x) — скалярная и векторная нелинейно-периодические функ-
ции.

Опираясь на результаты работ [3, 4], можно показать, что за счёт синтеза интеграль-
ной и периодической настройки регулятора (9) в виде

dχ1, i(t)

dt
=

{
−δ1, ixn, i(t)z(t), ∀ z(t) > ϕ,

0, ∀ z(t) < ϕ;
χ2, i(t) = χ2, i(t− T )− δ2, ixn, i(t)z(t), (12)

где δ1, i = const > 0; δ2, i = const > 0; ϕ = const > 0; i = 1, 2, . . . , n, для эквивалент-
ной системы (11), а следовательно, и для исходной системы (1)–(7), (9), которая будет
гиперустойчивой в заданном классе ξ ∈ Ξ, выполняются целевые условия функционирова-
ния (10).

Пример работы системы. В качестве примера работы предложенных алгоритмов
управления рассмотрим управление движением нелинейного объекта в условиях неопре-
делённости, динамику которого опишем аналогично [8] с помощью уравнений

dx1(t)/dt = x2(t),

dx2(t)/dt = ρ(x) + b(x)u(t) + f(t),

y(t) = x1(t),
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где

ρ(x) =
g sin(x1)−

mlx22 cos(x1)·sin(x1)
M+m

l
(
4
3 −

m cos2(x1)
M+m

) ; b(x) =

cos(x1)
M+m

l
(
4
3 −

m cos2(x1)
M+m

) ;

f(t) = 0,1 sin(0,5t); g = 9,81; M = 1; l = 0,5; 0,1 ≤ m ≤ 5,2.

Задающее воздействие — кусочно-синусоидальный сигнал с переключаемой амплитудой

r(t) =


π/15 sin(t), t ∈ [0; 25,12),

π/30 sin(t), t ∈ [50; 75,12),

0, t ∈ [25,12; 50) ∪ [75,12; 100].

Априорно неопределённый параметр m, меняющий вид нелинейных функций ρ(x) и
b(x), примем со значениями: 0,1 при t ∈ [0; 15); 1,6 при t ∈ [15; 35); 3,2 при t ∈ [35; 60);
2,5 при t ∈ [60; 100). Зададим параметр эталона (7) со значением a0 = 12 и рассчитаем
параметры контура наблюдения (4), в соответствии с которыми эталон (8) запишем в виде

yM2(s) =
12 · 1,002

(s+ 12)(0,0835s+ 1,002)
r(s).

В ходе имитационного моделирования значения числовых параметров комбинированного

регулятора (11), (14), (15) были подобраны из соображений увеличения быстродействия
контура адаптации со следующими значениями: k = 15000; δ1, 1 = 2000; δ1, 2 = 2000;
δ2, 1 = 10000; δ2, 2 = 10000; T = 2,2; ϕ = 0,0001.

Вычислительный эксперимент проводился при начальных условиях x(0) = (−0,2; 0),
переключении амплитуды командного сигнала и изменении нелинейностей ρ(x), b(x). Его
результаты показывают (рис. 1–3), что с помощью предлагаемого контура (9), (12) в сис-
теме управления обеспечивается достаточно хорошее качество слежения за эталонным

воздействием: ошибка регулирования при эталонной амплитуде π/15 в установившемся

a b

t, c

z(t).10-4yM2(t), y(t)

10 20 30 40 50 60 70 80 90

-0,3

-0,2

-0,1

0

0,1

0,2

0

0,3

t, c10 20 30 40 50 60 70 80 90

-6

-4

-2

4

2

0

-8

8

6

0

Рис. 1. Динамические характеристики системы: выходы эталона и объекта управления (a),
ошибка регулирования (b)
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Рис. 2. Сигнал управления
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Рис. 3. Вид функций ρ(x) и b(x): при m = 0,1 (a), m = 1,6 (b), m = 3,2 (c), m = 2,5 (d)

режиме не превышает 0,4 %, при амплитуде π/30 ошибка составляет 0,5 % (см. рис. 1); в
режиме управляемого равновесия рассогласование практически нулевое. При этом сигнал
управления (см. рис. 2) имеет незначительные пики, обусловленные как переключением
нелинейностей (15 с) (см. рис. 3), так и изменением амплитуды требуемого перемещения
объекта (25,12 с; 50 с; 75,12 с).

Заключение. Решена задача построения комбинированной адаптивной системы

управления по выходу нелинейным аффинным по управлению динамическим объектом

в периодических режимах, которая работоспособна при скачкообразных изменениях внут-
ренних нелинейных параметров и амплитуды задающего сигнала. Предложена структура
регулятора, обеспечивающего эталонное движение объекта, заданное как с помощью неяв-
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ного (выбор значений параметров числителя передаточной функции наблюдателя), так и
явного эталона (формирование динамики основного контура управления).

Полученные результаты могут быть использованы при управлении аффинными объ-
ектами с относительной степенью больше единицы и при наличии запаздываний.
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