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Введение

В своей знаменитой статье 1931 г. [Gödel, 1931], в которой изложе-
ны ставшими классическими теоремы о неполноте формальной арифме-
тики, К. Гёдель пишет: «Доказательство теоремы XI (вторая теорема
о неполноте – А.Б.) слово в слово переносится на систему аксиом теории
множеств, M, и систему аксиом классической математики, A, из чего
следует: не существует доказательства непротиворечивости для M или A,
которое может быть формализовано соответственно в M или в A, в пред-
положении, что M или A непротиворечивы. Я хочу специально отметить,
что Теорема XI (и соответствующие результаты для M и A) не противо-
речат гильбертовской формалистской точке зрения. Эта точка зрения
предполагает лишь существование доказательства непротиворечивости,
использующего исключительно финитные средства, и возможно, что
найдутся финитные доказательства, которые не могут быть выражены
в формализме P (или M, или A)» [Цит. по: Gödel, 1986. С. 195]1.

Именно эти выводы Гёделя послужили основанием для глубочай-
шего укоренения в общественном сознании философов, логиков и мате-
матиков двух тезисов, которые воспринимаются в самых широких науч-
ных кругах как безусловные и бесспорные, иными словами, как догмы.
Эти догмы таковы:

I.  Арифметика, если она непротиворечива, не может доказать свою
непротиворечивость.

II. Вторая теорема Гёделя служит решающим аргументом в доказа-
тельстве несостоятельности программы финитного обоснования матема-
тики, выдвинутой Д. Гильбертом.

В первой части настоящей работы [Бессонов, 2014] мы дезавуиро-
вали первую догму показав, что вывод Гёделя основан исключительно на
неудачном выборе выразительных средств для представления доказуе-

1 Гёдель рассматривает формальную систему Р, аналогичную наиболее распростра-
ненной в то время системе аксиом для формализации математики – Principia Mathematica
Рассела–Уайтхеда. При этом он указывает, что его результаты относятся и к другим аксио-
матическим системам, наиболее интересный пример которых представляет формальная
арифметика Дедекинда–Пеано. Обозначим эту систему через PA и далее сосредоточим своё
внимание именно на ней. Этот выбор соответствует стандартной точке зрения на теоремы
Гёделя и интересен для нас тем, что он прямо связан со второй догмой.
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мости в арифметике и потому не имеет универсального значения. Дан-
ный результат уже сам по себе подрывает веру во вторую догму, по-
скольку она воспринимается научным сообществом как прямое следст-
вие первой. Ю.Л. Ершов и В.В. Целищев так выражают это общеприня-
тое мнение: «Основанием для всех философских заключений служит
простой факт: для любой адекватной формальной дедуктивной системы
Т, если Т непротиворечива, тогда эта непротиворечивость выразима в Т,
но не доказуема в ней.» [Ершов, Целищев, 2012. С. 390].

В этой части работы мы покажем, что вопреки расхожему мнению,
вторая теорема о неполноте вовсе не противоречит программе финитно-
го обоснования математики в ее первоначальной гильбертовской поста-
новке. Тем самым будет дезавуирована и вторая догма.

Сразу поясним, что в этой работе мы не преследуем цель дать ка-
кое-либо финитное доказательство непротиворечивости арифметики.
Поиски подобного доказательства относятся скорее к математике, не-
жели к философии. Здесь мы рассматриваем лишь вопрос о принципи-
альной возможности такого доказательства. При этом данный вопрос
анализируется исключительно в той его части, в которой эта возмож-
ность (а вернее невозможность) диктуется второй теоремой Гёделя
о неполноте.

1. Вторая догма: истоки, мифология и сомнения

Первая теорема Гёделя о неполноте была представлена им на кон-
ференции в Кёнигсберге в сентябре 1930 г. Присутствовавший на высту-
плении Гёделя Дж. фон Нейман немедленно связал этот результат с во-
просом о реализуемости программы Гильберта. Сразу после конферен-
ции он пишет письмо Гёделю, где излагает следствие первой теоремы –
вторую теорему о неполноте. (К тому времени Гёдель уже получил дока-
зательство второй теоремы независимо от фон Неймана. Набросок этого
доказательства был опубликован им в тезисах, вышедших в октябре
1930 г.) Фон Нейман полагал, что всякое финитное рассуждение (кото-
рое могло бы использоваться в доказательстве непротиворечивости Prin-
cipia) должно быть формализуемым в рамках Principia. Поэтому если бы
непротиворечивость Principia была установлена финитными методами,
такое доказательство было бы формализуемо в Principia доказуемой
формулой, что невозможно согласно второй теореме о неполноте, т.е.
первой догме.
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П. Бернайс также быстро осознал важность теорем о неполноте
в плане осуществимости программы Гильберта. В письме Гёделю (ян-
варь 1931 г.) он пишет, что если вслед за фон Нейманом признать всякое
финитное рассуждение формализуемым в Principia, то теоремы о непол-
ноте действительно свидетельствуют о невозможности финитного дока-
зательства непротиворечивости Principia [см.: Zach, 2006. С. 418]. Но
даже приняв этот вывод, Бернайс, следуя Гёделю, еще какое-то время
считал возможным найти финитное доказательство непротиворечивости
арифметики, пусть и не формализуемое в РА. Однако где-то к концу
1934 г. среди исследователей сложилось практически полное согласие
относительно того, что любой финитный (в смысле первоначального
замысла Гильберта) метод доказательства формализуем в РА. С этого
времени вторая догма и приобрела свой незыблемый статус.

Вот как эта догма представлена в культовых книгах по логике.
А.А. Френкель и И. Бар-Хиллел утверждают: «Конечно, теоремы Гёделя,
из которых вытекает неосуществимость первоначальной гильбертовской
программы, разбили возлагавшиеся на нее надежды…» [Френкель,
И. Бар-Хиллел, 1966. С. 322]. Х.Б. Карри заключает: «Эта программа
(Гильберта – А.Б.) натолкнулась, однако, на серьезное препятствие;
в 1931 г. Гёдель показал, что непротиворечивость достаточно богатой
теории не может быть установлена средствами, которые могут быть
формализованы в самой этой теории» [Карри, 1969. С. 31]. С.К. Клини
учит: «Вторая теорема Гёделя показывает, что даже всех методов, фор-
мализуемых в N (в формальной арифметике – А.Б.), т.е. в метаязыке,
изоморфном самой системе N, недостаточно для доказательства непро-
тиворечивости системы N, если она непротиворечива.» [Клини, 1967.
С. 307]. А.С. Трулстра эмоционально констатирует: «Идея Гильберта
состояла в том, чтобы использовать конкретную, финитистскую природу
доказательств для обеспечения простого обоснования математики. Тео-
ремы Гёделя о неполноте нанесли этой программе ошеломляющий удар»
[Трулстра, 1983. С. 7]. К. Сморинский сожалеет: «Гильбертовская про-
грамма установления непротиворечивости имела своей целью доказа-
тельство непротиворечивости сильных систем финитными средствами.
Это решение полностью оправдало бы использование абстрактных поня-
тий. Стыд и позор, что программа не смогла сработать.» [Сморинский,
1983. С. 13].

Не отстают и современные приверженцы второй догмы. П.Дж. Ко-
эн: «Жизнь была бы гораздо приятнее, не будь гильбертовская програм-
ма потрясена открытиями Гёделя. Я твердо верю, что программа Гиль-
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берта ни в каком смысле не может быть восстановлена.» [Коэн, 1974.
С. 176]. К.М. Подниекс: «Этот вывод К. Гёделя (его вторая теорема) по-
казывает, что программа Гильберта не может быть реализована до кон-
ца.» [Подниекс, 1992. С. 134]. Л.Д. Беклемишев: «Вторая же теорема
Гёделя ставила под сомнение возможность реализации так называемой
программы Гильберта» [Беклемишев, 2010. С. 64]. Р. Зах: «Работы Гёде-
ля повсеместно используются для демонстрации невыполнимости гиль-
бертовской программы» [Zach, 2003. С. 1]. П. Раатикайнен: «Традицион-
но принято считать, что вторая теорема Гёделя о неполноте показала
невозможность осуществления гильбертовской программы» [Раатикай-
нен, 2003. С. 164].

Вместе с тем, следует сказать, что в наши дни вера во вторую дог-
му далеко не так крепка, как в первую. Тот же Раатикайнен пишет:
«…После установления замечательных результатов Гёделя о неполноте
почти повсеместно распространилось мнение, что программа Гильбер-
та мертва и погребена, вследствие чего интерес к ней пропадает и она
изображается несколько карикатурно и несправедливо. Но в последнее
время к программе Гильберта вновь проявляется серьезный интерес.»
[Раатикайнен, 2003. С. 157]. Р. Зах, завершая основательную обзорную
статью, подводит итог: «Хотя с 1950 и позже общим местом в литера-
туре по философии математики и логики было мнение, что программа
Гильберта не просто «убита» теоремами Гёделя о неполноте, но что
она изначально была излишне амбициозной и непродуманной, в совре-
менной литературе появляется ее более позитивная оценка.» [Zach,
2006. С. 440].

Еще более оптимистична по отношению к осуществимости про-
граммы Гильберта методолог Н.В. Михайлова (чего стоит говорящее
название одной из ее статей: «Программа формализма Гильберта как
работающее философское направление обоснования математики» [Ми-
хайлова, 2015]). Как она утверждает: «Современные аксиоматические
теории описывают не все те средства, которые используются в рассуж-
дениях, поэтому теорема Гёделя о непротиворечивости не дает, вообще
говоря, оснований предполагать, что для доказательства непротиворечи-
вости некоторой аксиоматизированной математической теории нужны
более сильные средства, вроде каких-то дополнительных постулатов,
чем те, что уже фактически используются при построении этой теории…
То есть ситуация с результатами Гёделя намного тоньше и сложнее, чем
она представляется математикам и философам науки.» [Михайлова,
2008. С. 124].
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Ниже мы покажем, что для подобного оптимизма имеются самые
серьезные основания.

2. Программа Гильберта и формализация доказуемости
по Гёделю

Как известно, программа финитного обоснования математики, вы-
двинутая Д. Гильбертом в начале 1920-х гг., преследовала цель раз и на-
всегда развеять сомнения в достоверности математического знания, по-
рожденные парадоксами, открытыми к тому времени в теории множеств.
Среди принятых в математике утверждений и методов доказательства
Гильберт выделяет «реальные» (финитные) и «идеальные» (более слож-
ные). При этом под финитными доказательствами он понимает те, кото-
рые используются в комбинаторных рассуждениях и, грубо говоря, сво-
дятся к вычислениям.

Финитная часть математики полагается Гильбертом свободной от
каких-либо сомнений. Однако для обеспечения применимости классиче-
ской логики, в частности, закона исключенного третьего, «идеальные»
доказательства также следует допустить. Необходимо только доказать,
что такое допущение не приведет к выводу таких финитных утвержде-
ний, которые не являются финитно доказуемыми, например, не приведет
к выводу противоречия, если к нему не приводят финитные доказатель-
ства. При этом искомое доказательство само должно быть осуществлено
надежными финитными, «самыми обычными в математике» методами.
В этом и состоит суть гильбертовской программы финитного обоснова-
ния математики.

Реализация программы Гильберта предполагает решение трех
задач: 1) аксиоматизация математической теории; 2) ее формализа-
ция; 3) финитное доказательство непротиворечивости полученной
формализованной аксиоматической теории. Рассмотрим вторую
догму на примере формальной арифметики, наиболее популярной
формализованной аксиоматической теории.

Формальная арифметика Дедекинда–Пеано. Язык PA над-
страивается над обычным языком исчисления предикатов первого
порядка и содержит дополнительно один константный символ 0,
один одноместный функциональный символ S, два двухместных
функциональных символа + и  , а также единственный двухмест-
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ный предикатный символ =. В стандартной интерпретации пере-
менные принимают значения в множестве натуральных чисел, сим-
вол 0 интерпретируется как ноль, S как операция прибавления еди-
ницы («следующий за»), а + и   как сложение и умножение соответ-
ственно.

Натуральным числам соответствуют нумералы, построенные путем
приписывания к 0 слева символа S необходимое число раз, например,
числу 3 соответствует нумерал SSS0. Нумерал, соответствующий числу
n, принято обозначать через n.

Аксиоматика (один из возможных вариантов) наряду с аксиомами
и правилами вывода исчисления предикатов первого порядка состоит из
7 аксиом:

( ( ))x Sx  0 ,
( )x y Sx Sy x y     ,

( ( ) ( ))x x y x Sy     0 ,
( )x x x  0 ,

( ( ))x y x Sy S x y     ,
( )x x  0 0 ,

( ( ) ( ) )x y x Sy x y x     

и схемы полной индукции

( ( ) & ( ( ) ( ))) ( )x x Sx x x      0 ,

где (х) – произвольная формула со свободной переменной х.
Такая формализация аксиоматики Дедекинда – Пеано традиционно

рассматривается как каноническая, хотя вообще говоря, она не является
единственно возможной. Общепринято, что РА адекватно решает первые
две задачи программы Гильберта. Для реализации этой программы необ-
ходимо решить третью задачу, т.е. доказать непротиворечивость РА фи-
нитными средствами. Напомним, что теория называется непротиворечи-
вой, если в ней имеется хотя бы одна недоказуемая формула, или, что
эквивалентно, в ней ни для какой формулы A не могут одновременно
быть доказаны формулы A и  A. Какое же отношение к третьей задаче
имеют теоремы Гёделя о неполноте?
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В своей классической статье [Gödel, 1931] Гёдель вообще не ста-
вит и не решает задачу доказательства непротиворечивости РА. Да
и «гильбертовская формалистская точка зрения» упоминается им лишь
один раз – на последней странице работы (цитата приведена в начале
нашей статьи). Гёдель решает совсем другую задачу – задачу доказа-
тельства неполноты РА. Он решает эту задачу путем построения нераз-
решимой формулы, т.е. некоторой формулы A такой, что в РА не дока-
зуемы ни A, ни  A. Уже сама постановка этой задачи подразумевает
непротиворечивость РА, поскольку в противоречивой теории все фор-
мулы доказуемы, значит, в ней в принципе не может быть неразреши-
мых формул. Это различие в задачах Гильберта и Гёделя нельзя упус-
кать из виду.

В доказательстве первой теоремы о неполноте Гёдель прибегает
к некоему аналогу парадокса лжеца, а именно, строит формулу, «гово-
рящую» о своей собственной недоказуемости. Но, как легко убедиться,
в PA нет никаких выразительных средств (например, операторов дока-
зуемости или недоказуемости), с помощью которых можно было бы не-
посредственно формализовать метаязыковые рассуждения о доказуемо-
сти и недоказуемости. Поэтому для того, чтобы заставить формулы язы-
ка арифметики «говорить» о своей собственной (не)доказуемости, следу-
ет как-то представить, выразить, формализовать обычные математиче-
ские рассуждения о (не)доказуемости в языке РА. Следует понимать, что
подобное представление, вообще говоря, может быть осуществлено са-
мыми разными способами.

Гёдель использует две основные идеи:

(1) Арифметизация синтаксиса, т.е. кодирование языка формальной
арифметики и её логики (гёделева нумерация). При кодировании языко-
вым выражениям PA ставятся в соответствие числа (гёделевы номера)
так, чтобы разным выражениям сопоставлялись различные числа, и по
выбранному числу можно было бы эффективно восстановить выраже-
ние, номером которого данное число является.

(2) Введение понятия выразимости.

Определение. Предикат F(x1, …, xk), заданный на множестве нату-
ральных чисел, называется выразимым (определимым, представимым,
формульным, формализуемым – использующиеся в литературе синони-
мы) в PA, если в PA найдётся формула Ф(x1, …, xk), такая что для любого
набора натуральных чисел (n1, …, nk) справедливы условия
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(1) если F(n1, …, nk) выполняется, то   Ф(n1, …, nk);
(2) если F(n1, …, nk) не выполняется, то Ф(n1, …, nk).

Здесь, как обычно,   означает доказуемость (в PA). Выражение A 
будет обозначать нумерал, соответствующий гёделеву номеру A   фор-
мулы А.

Как видно из этого определения, смысл слова «выразимость» у Гё-
деля существенно отличается от обычного словоупотребления. Действи-
тельно, собственно арифметический смысл формулы, по гёделевски вы-
ражающей некоторый предикат, может не иметь ничего общего со смыс-
лом выражаемого ею предиката. Например, формула x = 11 может «вы-
ражать» возраст четвероклассника, число карандашей в пенале, номер
левой скобки в гёделевой нумерации и т. п. [Бессонов, 2014. С. 20–21 ].
Чтобы подчеркнуть это, когда речь пойдет о выразимости по Гёделю,
мы будем использовать термин «G-выразимость». Также заметим, что
данное определение является исчерпывающим, т. е. никаких дополни-
тельных требований к предикату не предъявляется. Любой предикат,
определенный на натуральных числах, для которого найдется удовле-
творяющая условиям (1), (2) формула РА, по определению будет
G-выразимым в РА.

Гёдель вводит предикат доказуемости (здесь и далее с точностью
до обозначений) Pr(x, y), который выполняется тогда и только тогда, ко-
гда x является гёделевым номером некоторой формулы, а y – гёделевым
номером ее доказательства. Этот предикат эффективно разрешим, его
разрешающая процедура такова: возьмем пару натуральных чисел (x, y) и
проверим, является ли x гёделевым номером формулы, а y – гёделевым
номером доказательства. Если это верно, то восстановим формулу с но-
мером x и доказательство с номером y. Доказательство представляет со-
бой последовательность формул. Рассмотрим заключительную формулу
этой последовательности и сравним ее с формулой под номером x. Если
эти две формулы совпадают, то Pr(x, y) истинно.

Известно, что всякий заданный на натуральных числах предикат G-
выразим в PA тогда и только тогда, когда он разрешим. Значит, Pr(x, y)
G-выразим в PA с помощью некоторой арифметической формулы Prov(x,
y), т. е. для любых натуральных чисел n, k верны условия:

(1) если Pr(n, k) выполняется, то  Prov(n, k);
(2) если Pr(n, k) не выполняется, то  Prov(n, k).

Нужно понимать, что всегда, когда Гёдель и его последователи го-
ворят о формализации в языке арифметики метаязыковых понятий та-
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ких, как (не)доказуемость, ими подразумевается использование G-
выразимого предиката доказуемости.

3. Вторая догма и попытки ее преодоления

Напомним, что теория называется -непротиворечивой, если в ней
ни для какой формулы Ф(х) с одной свободной переменной не могут
одновременно быть доказаны формулы

(1), (2), , ( ).x x   

В литературе имеются различные изложения теорем Гёделя о не-
полноте, отличающиеся как обозначениями, так и формулировками.
В несколько упрощенном варианте, но достаточно близком к авторской
формулировке, теоремы о неполноте таковы:

Первая теорема Гёделя о неполноте арифметики [Gödel, 1931.
Theorem VI]. Если PA -непротиворечива, то она неполна, т. е. в РА име-
ется некоторая замкнутая формула G такая, что ни она, ни ее отрицание
не доказуемы в PA.

Вторая теорема Гёделя о неполноте арифметики [Gödel, 1931.
Theorem XI]. Если PA непротиворечива, то в ней не доказуема формула,
G-выражаю-щая непротиворечивость PA.

В принятых выше обозначениях формула, G-выражающая непроти-
воречивость PA выглядит следующим образом:

Prov( , )x y x y   .                   (Consis)

Consis читается как «имеется номер x формулы такой, что ни для
какого номера вывода y, формула с номером x не является заключитель-
ной в выводе с номером y». Таким образом, Consis G-выражает факт су-
ществования в PA недоказуемой формулы, т. е. непротиворечивость РА.
Во второй теореме доказывается ровно следующее: если PA непротиво-
речива, то Consis не может быть доказан в PA. Отсюда Гёдель немедлен-
но делает вывод, что «непротиворечивость P (PA в нашем случае – А.Б.)
недоказуема в P в предположении, что P непротиворечива» [Цит. по:
Gödel, 1986. С. 193].
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Именно такого рода «формализацию» имеет в виду фон Нейман,
когда аргументирует неосуществимость программы Гильберта, апелли-
руя ко второй теореме. Его аргумент может быть реконструирован сле-
дующим образом. Доказательство непротиворечивости РА сводится
к доказательству недоказуемости в РА какой-либо формулы, скажем
с гёделевым номером n. Ее недоказуемость посредством предиката дока-
зуемости G-выражается формулой Prov( , ).y y  n Согласно тезису фон
Неймана (всякое финитное доказательство формализуемо в РА), если бы
существовало финитное доказательство недоказуемости в РА формулы
с гёделевым номером n, формула Prov( , )y y  n оказалась бы доказуе-
мой в РА. Но из Prov( , )y y  n  по закону экзистенциального обоб-
щения

( ) ( )F t xF x 

немедленно следовало бы Prov( , )x y x y   , т.е. ⊢ Consis. А это про-
тиворечит второй теореме.

Очень важно понимать, что приведенная выше аргументация зна-
чима только в предположении, что формализация финитных доказа-
тельств в РА осуществляется исключительно посредством G-выразимого
предиката доказуемости. А никакие другие способы формализации, на-
пример, с использованием каких-либо иных G-выразимых предикатов,
ни фон Нейманом, ни Гёделем, ни остальными приверженцами второй
догмы вообще не рассматриваются.

Исключительно через призму G-выразимого предиката доказуемо-
сти видят задачу и все те, кто, признавая вторую догму, пытаются обес-
печить программе финитизма как можно большее жизненное простран-
ство. Такого рода исследования связаны с различными модификациями
программы Гильберта относительно ее оригинальной постановки. Лите-
ратура, посвященная подобного рода модификациям гильбертовского фи-
нитизма, весьма обширна и у нас здесь нет возможности сколько-нибудь
полно ее представить. Весьма репрезентативный обзор современного со-
стояния дел в этой области содержится в работе [Zach, 2006]. Для нас важ-
но то, что во всех упомянутых в этой работе модификациях программы
Гильберта формализация финитных доказательств осуществляется исклю-
чительно посредством того или иного предиката доказуемости.

Представленные в литературе попытки в какой-то мере реабилити-
ровать программу Гильберта интересны сами по себе развитой в них
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аргументацией и техническим аппаратом. Однако в плане оправдания
программы финитного обоснования математики, на наш взгляд, подоб-
ные попытки представляют собой правильные шаги в неверном направ-
лении. Ситуацию можно сравнить со стрельбой из пушки по воробьям.
Мы покажем, что дезавуировать вторую теорему о неполноте в качестве
решающего аргумента против реализуемости программы Гильберта
можно самым прямым образом, не прибегая к окольным путям.

4. Вторая теорема Гёделя не опровергает программу
 Гильберта в ее оригинальной постановке

Очевидным следствием второй теоремы, является то, что для любой
формулы A в PA не может быть доказано

Prov( , ).y A y   

Действительно, из Prov( , )y A y     по закону экзистенциального
обобщения следовало бы Prov( , )x y x y   , т.е. ⊢ Consis. Но это оз-
начает, что в PA ни для какой (ни для доказуемой, ни для недоказуемой)
формулы невозможно доказать формулу, G-выражающую ее недоказуе-
мость.

Напомним обычную аргументацию невозможности финитного до-
казательства непротиворечивости PA, основанную на второй теореме о
неполноте. Предположим, что найдется финитное доказательство непро-
тиворечивости PA. Поскольку любое финитное доказательство формали-
зуемо в PA, данное гипотетическое финитное доказательство можно бы-
ло бы формализовать в PA, в результате чего оказалась бы доказуемой
формула, выражающая непротиворечивость PA. А это противоречило бы
второй теореме о неполноте.   Однако в подобного рода стандартной
аргументации почти всегда упускается из виду то, что она значима лишь
в предположении о непротиворечивости РА. Действительно, если бы РА
была противоречивой системой, в ней была бы доказуема любая форму-
ла, в том числе и формула, выражающая непротиворечивость РА. Не
случайно оригинальная гёделевская формулировка второй теоремы не-
двусмысленно предполагает непротиворечивость РА.

Конечно, мало кто сомневается в непротиворечивости РА, особенно
при наличии генценовского доказательства ее непротиворечивости, хотя
и полученного с использованием трансфинитной индукции, т. е. нефи-
нитными методами. Но в предположении о непротиворечивости РА
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стандартная аргументация, основанная на второй теореме о неполноте,
приводит к совершенно неприемлемым выводам.

Рассмотрим какую-нибудь доказуемую в РА формулу А. Поскольку
РА непротиворечива, формула  А в ней недоказуема. Теперь, повторив
слово в слово стандартную аргументацию применительно не к гипотети-
ческому финитному доказательству непротиворечивости РА, а к доказа-
тельству недоказуемости конкретной формулы  А, мы придем к выво-
ду о невозможности финитного доказательства ее недоказуемости. Од-
нако в действительности недоказуемость формулы  А при условии
непротиворечивости РА устанавливается элементарным финитным рас-
суждением от противного.

Приведенную аргументацию можно сформулировать более точно,
заодно избавившись от ссылки на нефинитное генценовское доказатель-
ство непротиворечивости РА.

УТВЕРЖДЕНИЕ. Вторая теорема Гёделя о неполноте вообще не
может использоваться в доказательстве нереализуемости гильбертовской
финитистской программы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. РА может быть или противоречивой, или не-
противоречивой. Третьего не дано.

Пусть РА противоречива. Тогда вторая теорема о неполноте вообще
не может быть применена, поскольку в ее формулировке содержится
условие непротиворечивости РА.

Пусть РА непротиворечива. При этом не важно, имеется или нет
какое-либо доказательство ее непротиворечивости. Рассмотрим фор-
мулу ( = ) 0 0  и повторим слово в слово стандартную аргументацию
по отношению к этой формуле. Предположим, что найдется финит-
ное доказательство невыводимости этой формулы в PA. Тогда фор-
мула Prov( ( = ) , ),y y   0 0  G-выражающая факт невыводимости
формулы ( = ), 0 0  должна быть доказуемой в РА. Однако, согласно
приведенному в начале параграфа следствию второй теоремы о не-
полноте, эта формула не может быть доказана в PA. Отсюда ровно на
тех же основаниях, по которым обычно делается вывод о невозмож-
ности финитного доказательства непротиворечивости PA, мы вправе
сделать вывод о несуществовании финитного доказательства невыво-
димости в PA формулы ( = ) 0 0  в предположении о непротиворечи-
вости РА.
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Однако недоказуемость формулы ( = ) 0 0  при условии непро-
тиворечивости PA доказывается совершенно элементарно методом от
противного. Предположим, что формула ( = ) 0 0  доказуема. Тогда,
учитывая, что в РА доказуема также формула ( = )0 0 , следовало бы
 ( = )0 0 & ( = ) 0 0 , т. е. PA была бы противоречивой, что не соот-
ветствует предположению. И данное доказательство очевидно фи-
нитно! В нём никак не используются ни аксиома индукции, ни, тем
более, трансфинитная индукция.

Мы пришли к противоречию: если РА непротиворечива, то из вто-
рой теоремы о неполноте следует несуществование финитного доказа-
тельства недоказуемости в РА формулы ( = ) 0 0 . Но такое доказатель-
ство существует! Это означает, что основанная на второй теореме аргу-
ментация против осуществимости программы Гильберта изначально
некорректна, поскольку из нее следует абсурдный вывод о невозможно-
сти финитного доказательства недоказуемости формулы ( = ) 0 0  в PA
при условии непротиворечивости последней.

Таким образом, вторая теорема Гёделя о неполноте не может ис-
пользоваться в доказательстве нереализуемости гильбертовской про-
граммы и при условии непротиворечивости РА, следовательно, она во-
обще не может использоваться в таком доказательстве. Доказательство
утверждения закончено. Очевидно, что доказательство утверждения
в целом также финитно.

5. Неадекватность гёделевой формализации
и предикат недоказуемости

В предыдущем параграфе приведен пример явного расхождения
между «самым обычным в математике» рассуждением и его формализа-
цией в РА в гёделевском стиле. С одной стороны, имеется «самое обыч-
ное» финитное доказательство недоказуемости в РА формулы

( = ) 0 0 при условии непротиворечивости РА. С другой стороны, фор-
мула Prov( ( = ) , ),y y   0 0   «формализующая» эту недоказуемость,
не может быть доказана в РА, что следует из второй теоремы о неполно-
те. Но это однозначно свидетельствует о неадекватности гёделевской
«формализации», о ее несоответствии реальным, «самым обычным в
математике» рассуждениям.
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Неадекватность гёделевской «формализации» обусловлена тем, что
Гёдель, как и его последователи, видит представление реальных доказа-
тельств в РА исключительно посредством G-выразимого предиката до-
казуемости. Как указано выше, аргументация фон Неймана против про-
граммы Гильберта также неявно исходит из этой предпосылки. И ника-
кие другие способы формализации ни фон Нейманом, ни Гёделем вооб-
ще не рассматриваются. Но почему для «формализации» в РА реальных
доказательств недоказуемости необходимо использовать именно преди-
кат доказуемости, а не какой-либо иной G-выразимый предикат? На этот
вопрос ни Гёдель, ни другие авторы не дают ответа.

Скорее всего, подобная зашоренность объясняется тем, что вторая
теорема воспринимается всеми исключительно как следствие первой,
неразрешимая формула в которой строится с использованием предиката
доказуемости. При этом от внимания исследователей ускользает разли-
чие в природе первой и второй теорем. На самом деле эти две теоремы
относятся к совершенно разным задачам.

Первая теорема о неполноте решает задачу построения в PA нераз-
решимой формулы. Вторая же теорема очевидно решает другую задачу:
доказать, что «арифметика, если она непротиворечива, не может доказать
собственную непротиворечивость». Сам Гёдель строит Consis исходя из
своей неразрешимой формулы G. Вторая теорема по сути состоит в дока-
зательстве того, что в PA выводима импликация

Consis G.

Отсюда вытекает, что если бы формула Consis была доказуемой, то дока-
зуемой была бы и формула G, что по первой теореме означало бы проти-
воречивость PA. Но для доказательства недоказуемости в РА ее собст-
венной непротиворечивости недостаточно рассмотреть только гёделев
Consis. Необходимо доказать, что и любая другая G-выражающая непро-
тиворечивость РА формула не выводима в РА. Решение же последней
задачи вовсе не предполагает, что непротиворечивость РА непременно
должна быть G-выражена посредством предиката доказуемости.

В предыдущих работах мы рассматривали различные предикаты
недоказуемости [см.: Бессонов, 2011. С. 182–185; 2014. С. 26–28; 2015.
С. 9–11]. Один из них – предикат NPr(x, y), который выполняется тогда
и только тогда, когда x является гёделевым номером некоторой форму-
лы, а y – гёделевым номером доказательства отрицания этой формулы
(подобный предикат в IF логике использовали, например, Я. Хинтикка
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и Б. Каракадилар [Хинтикка, Каракадилар, 2006. С. 3–4]). Этот предикат
разрешим (см. [Бессонов, 2015. С. 10]). Следовательно, он G-выразим
в PA некоторой формулой NProv(x, y).

В PA выводима формула (0 = 0), следовательно, выводима и фор-
мула  (0 = 0), поскольку в PA ⊢ (0 = 0) ~ (0 = 0). Пусть k – нуме-
рал, соответствующий гёделеву номеру формулы (0 = 0), а n – нуме-
рал, соответствующий гёделеву номеру вывода формулы (0 = 0). Из
определения предиката NPr(x, y) следует, что NPr(k, n) истинно. Тогда
по условиям G-выразимости в PA доказуема формула NProv(k, n).
Применяя к этой формуле закон экзистенциального обобщения, полу-
чаем вывод формулы yNProv(k, y), которая G-выражает доказуемость
отрицания формулы (0 = 0), т. е., недоказуемость последней формулы
в условиях непротиворечивости РА.

Таким образом, формула

NProv( ( = ) , ),y y  0 0 

G-выражающая факт невыводимости формулы ( = ), 0 0  доказуема
в РА, а формула

Prov( ( = ) , ),y y   0 0 

G-выражающая тот же факт, не доказуема. Мы можем сделать вывод,
что недоказуемость последней формулы свидетельствует не о невозмож-
ности финитного доказательства непротиворечивости РА, а о принципи-
альной неадекватности предиката доказуемости в плане формализации
рассуждений о недоказуемости. И эта неадекватность относится не толь-
ко к полемике вокруг второй догмы, но затрагивает также другие резуль-
таты о неразрешимости, основанные на второй теореме о неполноте.

6. Заключение

Вторая теорема Гёделя о неполноте зачастую связывается с поиска-
ми доказательства непротиворечивости РА. В этой работе мы, конечно,
не предлагаем какое-либо доказательство непротиворечивости РА. Мы
и не ставили эту задачу, полагая, что вторая теорема вряд ли вообще мо-
жет использоваться в такого рода доказательстве, поскольку в ее форму-
лировке условие непротиворечивости РА уже содержится. Этот вывод
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подкрепляет свидетельство Г. Крайзеля, который пишет: «Как подчерки-
вал сам Гёдель, …его вторая теорема о неполноте не имеет отношения
ни к какой разумной постановке вопроса о непротиворечивости.» [Край-
зель, 1988. С. 199].

В данной работе обсуждалась лишь возможность финитного дока-
зательства непротиворечивости РА. При этом мы не доказывали и не
доказали даже возможность такого доказательства. Все, что мы сделали,
так это опровергли хрестоматийное положение, согласно которому вто-
рая теорема Гёделя о неполноте свидетельствует о невозможности такого
доказательства.

Данное положение безусловно относится к важнейшим в филосо-
фии математики. В его сетях запутался сам Гёдель ошибочно, как мы
убедились, связав вторую теорему с аргументацией против осуществи-
мости гильбертовской финитистской программы. Об это положение спо-
ткнулись философы и логики с такими громкими и свехгромкими име-
нами, как Дж. фон Нейман, П. Бернайс, С.К. Клини, К. Сморинский,
П.Дж. Коэн и многие, многие другие. Да и сам Д. Гильберт воспринял
аргументацию фон Неймана всерьез, как сигнал о необходимости пере-
смотра доктрины финитизма в ее оригинальном понимании. Он пишет:
«…Я хотел бы подчеркнуть, что возникшее на определенное время мне-
ние, будто из некоторых недавних результатов Гёделя следует неосуще-
ствимость моей теории доказательств, является заблуждением. Этот ре-
зультат на самом деле показывает только то, что для более глубоких до-
казательств непротиворечивости финитная точка зрения должна быть
использована некоторым более сильным образом, чем это оказалось не-
обходимым при рассмотрении элементарных формализмов.» [Гильберт,
1979. С. 19].

Мы показали, что результат Гёделя никак не вынуждает использо-
вание финитной точки зрения «некоторым более сильным образом».
Доказанное нами утверждение свидетельствует о том, что вторая теоре-
ма Гёделя вообще не применима в аргументации против осуществимо-
сти гильбертовской программы в ее оригинальной формулировке. Пере-
фразируя высказывание Крайзеля, теперь мы вправе сказать, что вторая
теорема о неполноте не имеет отношения ни к какой разумной постанов-
ке вопроса о реализуемости гильбертовской программы финитного
обоснования математики.

Подводя итог обеим частям работы, мы можем заключить, что обе
обсуждаемые догмы не верны. Арифметика вполне может доказать свою
непротиворечивость: в ней имеется формула, выражающая ее непроти-
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воречивость, и эта формула доказуема. Вторая теорема Гёделя о непол-
ноте не только не является решающим аргументом против реализуемо-
сти программы Гильберта, но вообще не может корректно использовать-
ся в подобной аргументации.
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