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Исследовано влияние магнитного поля на течение в пограничном слое наножидкости
Джеффри на растягиваемой пластине с учетом выделения (поглощения) тепла. С ис-
пользованием преобразования подобия система уравнений в частных производных сво-
дится к системе автономных нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений,
которая решается с помощью вариационного метода конечных элементов. Получены зна-
чения скорости, температуры, объемной доли фракции наночастиц, а также чисел Нус-
сельта и Шервуда. Проведено сравнение полученных результатов численных расчетов
с известными данными, показавшее, что они хорошо согласуются.
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Введение. Наножидкость представляет собой жидкость, содержащую наночасти-
цы — частицы нанометровых размеров, при наличии которых существенно изменяются
теплопроводность и скорость конвекции [1]. В экспериментах обычно используются на-
ночастицы металлов, оксидов, карбидов или углеродные нанотрубки. Важной характери-
стикой наножидкостей является отсутствие осаждения частиц вследствие броуновского

движения. Теоретически возможно существование устойчивой наножидкости с частицами
размером менее 100 нм. Наножидкости используются в качестве охлаждающих жидкостей
в автомобильной и электронной промышленности. Добавление наночастиц позволяет су-
щественно увеличить теплоперенос в жидкости. Порошки с нанофазой имеют большую
площадь поверхности, что позволяет увеличивать скорость теплопереноса. Существует
ряд теорий, объясняющих большую скорость теплопереноса в наножидкостях. Например,
в работе [2] увеличение коэффициента теплопереноса объясняется наличием дисперсии ча-
стиц взвеси, а в [3] — увеличением турбулентности, обусловленной движением наночастиц.
Среди большого количества работ, посвященных исследованию свойств наножидкостей,
следует отметить работы [4–9].

Течения в пограничном слое на растягиваемой пластине применяются в различных

химических технологиях, в металлургии, при экструзии полимеров, охлаждении распла-
вов. В [10] исследовалось течение в пограничном слое на растягиваемой поверхности,
движущейся с постоянной скоростью, сформулированы уравнения пограничного слоя для
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двумерного и осесимметричного течений. В [11] рассмотрено течение, возникающее при
растяжении пластины. В работе [12] изучались решения уравнений движения жидкости,
полученные с помощью преобразования подобия для нестационарного пограничного слоя

на растягиваемой пластине с учетом теплопереноса. В [13] исследованы течение и тепло-
перенос на растягиваемой поверхности, в случае когда зависимость разности температур
поверхности и протекающей жидкости от расстояния до фиксированной точки является

степенной. В работах [14–16], являющихся продолжением работы [11], проведен анализ теп-
ломассопереноса при различных физических условиях. Аналогичные задачи рассматрива-
лись в работах [17–24]. В [25] исследована модель Джеффри для течения неньютоновской
наножидкости на растягиваемой пластине, с помощью этой модели получено численное

решение.
Неньютоновские жидкости, особенно вязкоупругие, широко применяются в промыш-

ленности. В работах [26–30] изучались течения вязкоупругой жидкости на растягиваемой
пластине. Ранее влияние внутреннего выделения и поглощения тепла на теплоперенос не
исследовалось. В случае если температуры поверхности и жидкости существенно разли-
чаются, необходимо учитывать зависимость мощности источника тепла от температуры,
оказывающую значительное влияние на процесс теплопереноса. Возможна ситуация, ко-
гда такой источник находится в пограничном слое. В настоящей работе рассматриваются
процессы теплопереноса в потоке вязкопластичной жидкости на экспоненциально растяги-
ваемой пластине. В [31, 32] изучалось влияние однородного поглощения (выделения) тепла
на теплоперенос от растягиваемой пластины к охлаждающей жидкости. В [33] изучался
процесс теплопереноса с учетом неоднородности источника тепла. Следует отметить, что
в указанных выше работах исследовались ньютоновские жидкости.

В настоящей работе рассматриваются особенности магнитогидродинамического

(МГД) течения в пограничном слое неньютоновской наножидкости на растягиваемой пла-
стине при наличии выделения (поглощения) тепла. С использованием преобразования по-
добия основные уравнения в частных производных преобразуются в систему автономных

нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, которые решаются численно
вариационным методом конечных элементов. Исследуется влияние различных параметров
потока на скорость, температуру, объемную долю фракции наночастиц.

1. Математическая постановка задачи. Рассмотрим двумерное стационарное

МГД-течение в пограничном слое электропроводящей неньютоновской наножидкости на
растягиваемой пластине в плоскости (x, y). Жидкость является однофазной и находится

в состоянии термического равновесия. Наночастицы имеют одинаковые форму и размер.
Пластина растягивается в плоскости y = 0, жидкость движется в области y > 0. Растя-
жение происходит с линейной скоростью uw(x) = ax, где a > 0. Ось x направлена вдоль
пластины. Уравнения течения в пограничном слое жидкости Джеффри с наночастицами
имеют вид
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где u, v — компоненты скорости в направлениях осей x, y соответственно; ρf — плотность

несущей жидкости; ν — кинематическая вязкость жидкости; σ — электрическая проводи-
мость; B0 — индукция магнитного поля; ρ — плотность наножидкости; λ, λ1 — отноше-
ние времени релаксации к времени ретардации и время ретардации соответственно; α —
температуропроводность; T — температура жидкости; C — объемная доля фракции нано-
частиц; DB — коэффициент броуновской диффузии; DT — коэффициент термодиффузии;
τ = (ρc)p/(ρc)f — отношение теплоемкости материала наночастиц к теплоемкости жидко-
сти; Cf — коэффициент объемного расширения; ρp — плотность частиц; член Q0(T −T∞)
определяет количество выделенного или поглощенного тепла на единицу объема; Q0 —
константа, которая может принимать как положительное, так и отрицательное значение.
Если температура жидкости на стенке Tw превышает температуру в свободном потоке T∞,
то при Q0 > 0 происходит выделение тепла, при Q0 < 0 — его поглощение.

Граничные условия имеют вид

y = 0: u = uw(x) = ax, v = 0, T = Tw, C = Cw,

y →∞: uy = 0, u = 0, T = T∞, C = C∞,

где Tw, Cw — температуры жидкости и фракции наночастиц на стенке соответственно.
Введем функцию тока ψ:

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
и выполним преобразования подобия

ψ = (aν)1/2xf(η), θ(η) =
T − T∞
Tw − T∞

, ϕ(η) =
C − C∞
Cw − C∞

, η =

√
a

ν
y. (2)

Тогда уравнение неразрывности удовлетворяется тождественно, а уравнения (1) прини-
мают вид

f ′′′ + β(f ′′2 − ff ′′′′) + (1 + λ)(ff ′′ − f ′2 −Mf ′) = 0,

θ′′ + Pr (fθ′ +NBθ
′ϕ′ +Ntθ

′2 +Qθ) = 0,

ϕ′′ + Le fϕ′ +
Nt

NB
θ′′ = 0.

С учетом (2) граничные условия записываются в виде

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′(∞) = 0, f ′′(∞) = 0,

θ(0) = 1, θ(∞) = 0, ϕ(0) = 1, ϕ(∞) = 0.

Здесь β = λ1c — число Деборы; Pr = ν/α — число Прандтля; M = σB2
0/(aρf ) — параметр

магнитного поля; NB = (ρc)pDBC∞/(ν(ρc)f ) — параметр броуновского движения; Nt =
(ρc)pDT (Tw − T∞)/(T∞ν(ρc)f ) — параметр термофореза; Q = Q0/(a(ρC)f ) — параметр

источника тепла; Le = ν/DB — число Льюиса. С использованием функций θ(η) и ϕ(η)
можно определить локальные числа Нуссельта Nu и Шервуда Sh:

Nu =
xqw
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xqm
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. (3)
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Безразмерные соотношения (3) можно записать в виде

Re
−1/2
x Nu = −θ′(0), Re

−1/2
x Sh = −ϕ′(0),

где Rex = uw(x)x/ν — локальное число Рейнольдса. В [8] введены редуцированные числа
Нуссельта Nur = −θ′(0) и Шервуда Shr = −ϕ′(0).
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2. Методика решения. Для решения полученной системы уравнений используется
метод конечных элементов. Расчетная область разделена на 1000 треугольных элементов
одинакового размера с квадратичными базисными функциями на них. Каждый элемент
имеет три узла, в расчетной области содержится 2001 узел. В каждом узле необходимо
вычислить четыре функции. В результате получаем 8004 нелинейных уравнения. После
наложения краевых условий остается 7997 уравнений, которые решаются методом исклю-
чения Гаусса.

3. Результаты исследования и их обсуждение. Изучено влияние физических
параметров на поток, температуру, объемную долю фракции наночастиц. Для проверки
точности использованного численного метода проведено сравнение вычисленных значений

редуцированных чисел Нуссельта −θ′(0) и Шервуда −ϕ′(0) с данными работы [7] (табл. 1).
Из табл. 1 следует, что эти результаты хорошо согласуются.

В табл. 2 представлены значения редуцированных чисел Нуссельта и Шервуда. Из
табл. 2 следует, что при увеличении Nt и NB значение Nur уменьшается, а значение Shr

увеличивается.

Результаты численных расчетов представлены на рис. 1–10. На рис. 1, 2 показано
влияние числа Деборы β и параметра магнитного поля M на скорость. Видно, что с уве-
личением β и с уменьшением M скорость увеличивается. Это объясняется тем, что воз-
действие поперечного магнитного поля на проводящую жидкость приводит к появлению

силы Лоренца, которая оказывает сопротивление движению, вследствие чего уменьшается
скорость.

Та бли ц а 1

Значения редуцированных чисел Нуссельта −θ′(0) и Шервуда −ϕ′(0)
при Le = Pr = 10, β = λ = M = Q = 0

NB Nt

−θ′(0) −ϕ′(0)

Данные

[7]
Данные

настоящей работы

Данные

[7]
Данные

настоящей работы

0,1 0,9524 0,952 37 2,1294 2,129 16
0,1 0,2 0,6932 0,693 11 2,2740 2,273 84

0,3 0,5201 0,520 04 2,5286 2,528 57

0,1 0,5056 0,505 45 2,3819 2,381 75
0,2 0,2 0,3654 0,365 27 2,5152 2,515 14

0,3 0,2731 0,272 66 2,6555 2,655 38

0,1 0,2522 0,252 18 2,4100 2,409 35
0,3 0,2 0,1816 0,181 44 2,5150 2,514 31

0,3 0,1355 0,135 42 2,6088 2,608 64

Та бли ц а 2

Значения Nur, Shr и NB, Nt при β = 0,3, λ = 0,3, Pr = 7, Le = 5, M = 1, Q = 0,2

Nt
NB = 0,1 NB = 0,2 NB = 0,3

Nur Shr Nur Shr Nur Shr

0,1 0,5885 1,0568 0,3933 1,5016 0,1691 1,5525
0,2 0,4177 1,1120 0,2446 1,6038 0,0610 1,6475
0,3 0,2796 1,3912 0,1258 1,7605 −0,0162 1,7608
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Зависимость скорости от расстояния от пластины при различных зна-
чениях числа Деборы β:
1 — β = 0,2, 2 — β = 0,4, 3 — β = 0,8

Рис. 2. Зависимость скорости от расстояния от пластины при различных зна-
чениях параметра магнитного поля M :
1 — M = 0, 2 — M = 0,5, 3 — M = 1,0, 4 — M = 1,5

На рис. 3 показано влияние числа Деборы β на температуру и объемную долю фракции
наночастиц. Видно, что при увеличении β значения θ и ϕ уменьшаются. С увеличением
параметра λ температура и объемная доля фракции наночастиц увеличиваются (рис. 4).
С увеличением параметра магнитного поля M температура и объемная доля фракции

наночастиц также увеличиваются за счет действия силы Лоренца, замедляющей течение
(рис. 5). Увеличивая магнитное поле, можно увеличить температуру и толщину темпера-
турного пограничного слоя.

Из рис. 6 следует, что с увеличением числа Прандтля температура уменьшается, а
объемная доля фракции наночастиц увеличивается вблизи пограничного слоя и уменьша-
ется вдали от пластины. Число Прандтля представляет собой отношение кинематической
вязкости к температуропроводности, поэтому толщина температурного пограничного слоя
увеличивается с уменьшением числа Прандтля, при этом температура также увеличива-
ется.

Из рис. 7 следует, что с увеличением параметра броуновского движения NB темпе-
ратура увеличивается, а объемная доля фракции наночастиц уменьшается. По-видимому,
увеличение теплопроводности наножидкости происходит в основном за счет броуновского

движения, обеспечивающего перемешивание. С увеличением параметра термофореза Nt

увеличиваются и температура, и объемная доля фракции наночастиц (рис. 8). На рис. 9
приведены зависимости температуры и объемной доли фракции наночастиц от расстояния

от пластины при различных значениях параметра источника тепла. Видно, что в случае
подвода тепла (Q > 0) температура в пограничном слое повышается с увеличением Q.
В случае если происходит поглощение тепла (Q < 0), температура в пограничном слое
уменьшается. При Q = 0 теплоперенос отсутствует. При подводе тепла объемная доля
фракции наночастиц вблизи пластины уменьшается, а по мере удаления от нее — растет.
С увеличением числа Льюиса температура и объемная доля фракции наночастиц умень-
шаются (рис. 10).
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Рис. 3. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях числа Деборы β:
1 — β = 0,2, 2 — β = 0,4, 3 — β = 0,8

Рис. 4. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях параметра λ:
1 — λ = 0,2, 2 — λ = 0,4, 3 — λ = 0,8
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Рис. 5 Рис. 6

Рис. 5. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях параметра магнитного поля M :
1 — M = 0, 2 — M = 0,5, 3 — M = 1,0, 4 — M = 1,5

Рис. 6. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях числа Прандтля Pr:
1 — Pr = 5, 2 — Pr = 7, 3 — Pr = 10
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Рис. 7. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях параметра броуновского движения NB:
1 — NB = 0,2, 2 — NB = 0,4, 3 — NB = 0,8

Рис. 8. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях параметра термофореза Nt:
1 — Nt = 0,2, 2 — Nt = 0,4, 3 — Nt = 0,6
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Рис. 9. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях параметра источника тепла Q:
1 — Q = −0,4, 2 — Q = −0,2, 3 — Q = 0, 4 — Q = 0,2

Рис. 10. Зависимости температуры (сплошные линии) и объемной доли фрак-
ции наночастиц (штриховые линии) от расстояния от пластины при различных
значениях числа Льюиса Le:
1 — Le = 10, 2 — Le = 20, 3 — Le = 30
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Таким образом, получены зависимости скорости, температуры наножидкости и объем-
ной доли фракции наночастиц от числа Деборы β, отношения времени релаксации к вре-
мени ретардации λ, числа Прандтля Pr, параметра напряженности магнитного поля M ,
параметра броуновского движения NB, параметра термофореза Nt, параметра источника
тепла Q, числа Льюиса Le.
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