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ОБ АКУСТИЧЕСКОМ РЕЗОНАНСЕ

ПРИ ГОРЕНИИ ПОРОХОВ

Б. В. Новожилов

Институт химической физики им. Н. Н. Семенова РАН, 117977 Москва

Обсуждается влияние ошибок исходных данных, необходимых для предсказания условий устой-
чивости работы твердотопливного ракетного двигателя, на точность прогноза границы устой-
чивости. Показано, что в связи с резонансной зависимостью отклика нестационарного горения

от частоты гармонически меняющегося давления малые вариации характеристик стационарного

режима горения пороха приводят к большим изменениям нестационарного отклика. На примере
простейшей задачи акустической неустойчивости двигателя исследована связь ошибок измерения

исходных данных с точностью прогноза устойчивости. Подчеркивается, что при современной
точности измерений параметров стационарного режима горения пороха прогноз устойчивости

двигателя при некоторых реальных условиях его работы практически невозможен.

ВВЕДЕНИЕ

Теория нестационарного горения пороха,
как и любая другая физико-химическая тео-
рия, предполагает наличие входных экспери-
ментальных данных. В современном варианте
нестационарная теория (известная как теория
Зельдовича — Новожилова [1–3]) требует до-
статочно детальной информации о свойствах

стационарного режима горения пороха. Необ-
ходимы, в частности, зависимости скорости го-
рения и температуры поверхности от давления

и начальной температуры. И вполне естествен-
но, что точность результатов, вытекающих из
нестационарной теории, непосредственно свя-
зана с погрешностью измерения исходных экс-
периментальных данных, относящихся к ста-
ционарному режиму горения.

В большинстве случаев, как и в других
областях науки, точность результатов теории
по порядку величины совпадает с точностью

величин, являющихся исходными для теории.
Однако, если существует сильная функцио-
нальная зависимость между исходными и ко-
нечными величинами, ошибка результата тео-
рии может во много раз превышать ошибку ис-
ходной величины. Простейшим примером мо-
жет служить аррениусовская зависимость ско-
рости химической реакции от температуры

W ∼ exp(−E/RT ),

где E — энергия активации, R — универсаль-
ная газовая постоянная, T — температура. В
случае сильно активированной реакции, когда
E/RT � 1, относительная погрешность скоро-

сти реакции во много раз превышает погреш-
ность определения энергии активации:

∆W
W
∼ E

RT

∆E
E

.

При исследовании горения пороха при гар-
монически меняющемся давлении [4, 5] оказа-
лось, что амплитуда скорости горения пороха
резонансным образом зависит от частоты из-
менения давления. Это связано с тем, что горя-
щий при постоянном давлении порох предста-
вляет собой колебательную систему с опреде-
ленной собственной частотой. Воздействие вы-
нуждающей силы (меняющееся давление) с ча-
стотой, близкой к собственной частоте пороха,
естественно, приводит к резонансу. Многочис-
ленные экспериментальные исследования (см.,
например, обзоры [6, 7]) показывают, что аку-
стический резонанс выражен довольно ярко.
Следствием этого является сильное изменение

нестационарного отклика скорости горения на

осциллирующее давление при небольшом из-
менении характеристик стационарного режи-
ма горения пороха. Очевидно, что погрешно-
сти измерения этих величин будут существен-
но сказываться на точности расчета нестацио-
нарных явлений вблизи резонанса.

Настоящая работа состоит из двух частей.
В первой части напоминаются теоретические

результаты для функций линейного отклика

скорости горения пороха, температуры и ско-
рости его продуктов горения на гармонически

меняющееся давление. Приведена связь этих
функций друг с другом. Показана сильная за-
висимость резонансных характеристик от па-
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раметров пороха, связанных с зависимостями
скорости горения и температуры поверхности

в стационарном режиме от начальной темпе-
ратуры. Приведенные иллюстрации свидетель-
ствуют, что ошибки в 5÷10 % в исходных экс-
периментальных данных могут изменить резо-
нансное значение отклика в полтора-два раза.
В этой же части работы кратко рассматри-
ваются источники ошибок измерения указан-
ных выше параметров стационарного горения

пороха.
Функции линейного отклика на гармони-

чески меняющееся давление играют решаю-
щую роль в исследовании ряда практически

важных явлений при горении пороха в ракет-
ной камере. В качестве примера во второй

части работы исследуется простейшая задача

акустической неустойчивости твердотопливно-
го двигателя. Довольно подробно выводятся
условия устойчивости стационарного режима

работы двигателя. Это связано с тем, что ме-
тод исследования, принятый в данной работе,
отличается от подходов, описанных в литера-
туре (прежде всего, имеются в виду исследова-
ния Ф. Кулика, с которыми можно ознакомить-
ся в обзоре [8]).

Рассмотрена связь ошибок измерения ис-
ходных данных с точностью прогноза устой-
чивости. Подчеркивается, что при современной
точности измерений параметров стационарно-
го режима горения пороха прогноз устойчиво-
сти двигателя при некоторых реальных усло-
виях его работы практически невозможен.

ФУНКЦИИ ОТКЛИКА

Если в нестационарном режиме малые воз-
мущения гармонически зависят от времени, то
в линейном приближении удобно использовать

метод комплексных амплитуд. При этом любая
величина представляется как сумма ее стаци-
онарного значения и гармонической функции

времени, записанной через экспоненты с мни-
мым показателем. Так, давление p, линейная
скорость горения пороха u, скорость газа w и

температура горения Tb имеют вид

p = p0 + (p′eiΩt + c.c), u = u0 + (u′eiΩt + c.c),

w = w0+(w′eiΩt+c.c), Tb = T 0
b +(T ′be

iΩt+c.c).
Здесь и далее верхним индексом нуль обозна-
чен стационарный режим, штрихом — акусти-
ческое возмущение; c.c — комплексное сопря-
жение. Для определенности считаем, что ско-
рость газа положительна, если ее направление

совпадает с направлением внешней нормали к

поверхности пороха.
Через комплексные амплитуды возмуще-

ний (величины со штрихом) линейные ком-
плексные функции отклика скоростей горения

пороха U(ω) и газа G(ω), а также функции от-
клика температуры продуктов сгорания Θ(ω)
определяются следующим образом:

U(ω) =
u′/u0

p′/p0
, G(ω) =

w′/w0

p′/p0
,

(1)

Θ(ω) =
T ′b/T

0
b

p′/p0
,

причем в дальнейшем используется безразмер-
ная частота ω = Ωκ/(u0)2, где κ — температу-
ропроводность конденсированной фазы пороха,
Ω — частота.

Функция отклика скорости горения по-
роха на гармонически меняющееся давление

для частной модели пороха впервые определе-
на в [4]. В общем случае эта величина найдена
в [5] и имеет следующий вид:

U(ω) =
ν + δ(z1 − 1)

1 + (r − k/z1)(z1 − 1)
. (2)

Здесь

k = (T 0
s − Ta)

(∂ lnu0

∂Ta

)
p0
, r =

(∂T 0
s

∂Ta

)
p0
,

ν =
(∂ lnu0

∂ ln p0

)
Ta
,

(3)

µ =
1

T 0
s − Ta

( ∂T 0
s

∂ ln p0

)
Ta
,

δ = νr − µk, z1 =
1
2

[1 +
√

1 + 4iω],

где Ts — температура поверхности, Ta — на-
чальная температура. Отметим, что парамет-
ры k, r, ν и µ могут быть найдены в экспери-
ментах по стационарному горению. Три функ-
ции отклика (3) связаны друг с другом.

Выразим, прежде всего, функцию отклика
температуры горения Θ(ω) через функцию от-
клика скорости горения пороха U(ω). Для этого
воспользуемся тем обстоятельством, что в те-
ории Зельдовича — Новожилова текущее зна-
чение любой величины определяется мгновен-
ными значениями давления и градиента тем-
пературы в конденсированной фазе у поверх-
ности пороха (f), иначе говоря, u = u(p, f) и
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Рис. 1. Влияние вариации параметра k на
реальную часть функции отклика скорости

горения

Tb = Tb(p, f). Очевидно, что температура го-
рения в нестационарном процессе может быть

представлена как функция скорости горения и

давления:

Tb = Tb(u, p).

Отсюда для амплитуд малых возмущений име-
ем

T ′b =
(∂T 0

b

∂u0

)
p0
u′ +

(∂T 0
b

∂p0

)
u0
p′.

Входящие в это выражение производные пу-
тем преобразований, включающих якобианы,
могут быть выражены через параметры ста-
ционарного режима горения пороха. Действи-
тельно,(∂T 0

b

∂u0

)
p0

=
∂(T 0

b , p
0)

∂(u0, p0)
=
∂(T 0

b , p
0)/∂(Ta, p0)

∂(u0, p0)/∂(Ta, p0)
=

=
(∂T 0

b

∂Ta

)
p0

(∂u0

∂Ta

)−1

p0
,

(∂T 0
b

∂p0

)
u0

=
∂(u0, T 0

b )
∂(u0, p0)

=
∂(u0, T 0

b )/∂(Ta, p0)
∂(u0, p0)/∂(Ta, p0)

=

=
(∂u0

∂Ta

)−1

p0

[(∂u0

∂Ta

)
p0

(∂T 0
b

∂p0

)
Ta
−

−
(∂u0

∂p0

)
Ta

(∂T 0
b

∂Ta

)
p0

]
.

Таким образом,

Θ =
rb
k

(U − ν) + µb, (4)

где

Рис. 2. Влияние вариации параметра r на
реальную часть функции отклика скорости

горения

rb =
T 0
s − Ta
T 0
b

(∂T 0
b

∂Ta

)
p0
,

(5)

µb =
1
T 0
b

( ∂T 0
b

∂ ln p0

)
Ta
.

Еще одна связь между функциями откли-
ка U(ω), G(ω) и Θ(ω) следует из закона сохра-
нения массы (напомним, что газовая фаза ква-
зистационарна) и условия идеальности газа:

ρw = ρcu, ρ ∼ p/Tb.
Здесь ρ и ρc — плотности газа и конденсиро-
ванной фазы соответственно. Из этих соотно-
шений следует связь между тремя функциями

отклика:
G = U + Θ− 1. (6)

Таким образом, измерив в стационарных
условиях параметры k, r, ν, µ, rb и µb, мож-
но вычислить все три функции отклика. Отме-
тим, что в работах, основанных на ином, чем
использованный здесь, подходе, функция от-
клика температуры горения остается неопре-
деленной (см., например, [8]).

Рассмотрим теперь важный вопрос о вли-
янии ошибок измерения указанных выше ста-
ционарных параметров пороха на точность вы-
числения функций отклика. Поскольку все три
функции связаны между собой, остановимся по-
дробно лишь на функции отклика скорости го-
рения (2).

Резонансный характер функции U(ω)
определяется ее знаменателем, зависящим от

параметров k и r. На рис. 1 и 2 приведе-
ны типичные зависимости вещественной ча-
сти U от безразмерной частоты. Максималь-
ное значение вещественной части достигает-
ся при частоте, близкой к собственной часто-
те пороха ωn ∼

√
k/r [2, 3], причем резонанс
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в несколько раз превышает стационарный от-
клик: ReU(ωn) � ReU(0). Это связано с тем,
что при типичных значениях параметров k и r
знаменатель функции U(ω) много меньше еди-
ницы. Это же обстоятельство обусловливает
сильную зависимость функции отклика от па-
раметров k и r: малые изменения этих пара-
метров приводят к большому изменению зна-
менателя и, следовательно, функции отклика.
Действительно, представим эту функцию в ви-
де

U =
N

D
, N = ν + δ(z1 − 1),

D = 1 + (z1 − 1)
(
r − k

z1

)
.

Относительная ошибка вычисления этой функ-
ции

∆U
U

=
∆N
N

+
∆D
D

из-за малости знаменателя определяется в

основном вторым членом. Для иллюстрации
положим ∆k = 0, тогда

∆U
U

=
r(z1 − 1)

D

∆r
r
,

и при достаточно малой ошибке параметра r,
например при ∆r/r = 10 %, получаем вблизи
резонанса относительную ошибку функции от-
клика в несколько раз больше, ∆U/U = 50 %.
Это иллюстрируют рис. 1 и 2.

В заключение этой части работы остано-
вимся кратко на значениях эксперименталь-
ных ошибок стационарных параметров пороха.
К сожалению, данному вопросу не уделяется
должного внимания в публикациях, посвящен-
ных измерению этих величин.

Ошибка измерения параметра k = β(T 0
s −

Ta) определяется в основном ошибкой измере-
ния температурной чувствительности скоро-
сти горения пороха

β =
(∂ lnu0

∂Ta

)
p0
.

По порядку величины β ≈ (3÷4)·10−3 K−1, а ее
экспериментальное определение базируется на

измерениях скорости горения пороха при раз-
личных начальных температурах Ta,1 и Ta,2:

β =
lnu0

2 − lnu0
1

Ta,2 − Ta,1
.

Абсолютная ошибка этого метода связана в

основном с относительной ошибкой измерения

скорости горения пороха:

∆β =
2

Ta,2 − Ta,1
∆u0

u0
.

При обычной точности измерений, когда

∆u0/u0 = 5 % и Ta,2−Ta,1 = 100 K, имеем∆β =
10−3 K−1, что по порядку величины сравни-
мо со значением температурной чувствитель-
ности скорости горения пороха. Относитель-
ная ошибка ∆k/k достигает 20 ÷ 30 %. Даже
при существенном улучшении точности изме-
рения скорости горения относительная ошибка

определения k довольно велика. Так, даже при
∆u0/u0 = 1 % оценка дает ∆k/k = 5÷ 7 %.

Определение второго важного парамет-
ра r, характеризующего зависимость темпера-
туры поверхности от начальной температуры

в стационарных условиях, основано, как пра-
вило, на термопарном измерении температуры
поверхности с последующим дифференцирова-
нием экспериментальной зависимости T 0

s (Ta).
Если h — толщина термопары, то при гради-
енте температуры на поверхности пороха f =
u0(T 0

s − Ta)/κ ошибка измерения температу-
ры поверхности составляет ∆T 0

s = hf . При
высоких давлениях, когда u0 ≈ 1 см/с, да-
же при рекордно малой толщине термопары

(≈ 5 мкм) относительная ошибка ∆T 0
s соста-

вляет ≈ 20 %. При более низких давлениях
ошибка, конечно, меньше, однако следует учи-
тывать также дополнительную погрешность,
связанную с дифференцированием эксперимен-
тальной зависимости T 0

s (Ta). Таким образом, в
лучшем случае относительная ошибка измере-
ния r, по-видимому, никак не меньше 10 %.

Все сказанное свидетельствует о том, что
при современной точности измерений функции

отклика определяются с довольно большой, по-
рядка нескольких десятков процентов, ошиб-
кой.

Естественно, что погрешность определе-
ния функций отклика влечет за собой неточ-
ность тех результатов теории нестационарно-
го горения, где применяются эти функции. В
следующем параграфе с этой точки зрения в

простейшей постановке обсуждается вопрос об

акустической неустойчивости горения в камере

порохового ракетного двигателя.

АКУСТИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ

Рассмотрим в качестве примера условия

устойчивости простого твердотопливного ра-
кетного двигателя, имеющего жесткую стенку
при z = 0, сопло при z = L и поверхность горя-
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щего пороха при r = R (L, R — длина и радиус

камеры).
Колебания давления в двигателе обычно

близки к классическим акустическим модам.
Для простоты рассмотрим только первую гар-
монику. В классической акустике возмущения
давления, продольной и радиальной скоростей
для этой моды имеют вид

p(c)(z, t) = Ap0 cos(k(c)z) eiΩt + c.c,

w
(c)
z (z, t) = − iaA

γ
sin(k(c)z) eiΩt + c.c,

w
(c)
r (z, t) = 0,

где A — комплексная амплитуда давления,
k(c) = π/L — волновой вектор, a — скорость

звука, γ — постоянная адиабаты, p0 — стаци-
онарное давление, Ω = πa/L — классическая

частота первой моды, индексом (c) обозначены
классические значения величин.

Поскольку поверхность пороха расположе-
на при r = R, необходимо рассматривать дву-
мерные акустические возмущения, описывае-
мые волновым уравнением

∂2p′

∂t2
− a2

[∂2p′

∂z2
+

1
r

∂

∂r

(
r
∂p′

∂r

)]
= 0. (7)

Для возмущений давления p′ и продольной
и радиальной составляющих скорости газа w′z,
w′r имеем

p′(z, r, t) = Ap0 cos(kz) J0(sr)eiΩt + c.c,

w′z(z, r, t) = − ia
γ
A
ka

Ω
sin(kz) J0(sr)eiΩt + c.c,

(8)

w′r(z, r, t) = − ia
γ
A
sa

Ω
cos(kz)J1(sr) eiΩt + c.c,

где s — волновое число для радиальной моды,
связанное с другими величинами приведенной

ниже формулой (13). Легко заметить, что гра-
ничные условия при z = 0 выполнены.

В классической акустике радиальные воз-
мущения обычно появляются при граничных

условиях, соответствующих жестким стенкам.
При этом возмущения давления и радиальной

скорости для первой моды пропорциональны

соответствующим функциям Бесселя:

p′/p0 ∼ J0(sr), w′r/w
0 ∼ J1(sr).

Для цилиндра радиусом R граничное условие

имеет вид J1(sR) = 0 и для первой радиальной

моды получаем sR = jr, где jr ≈ 3,83. Частота
этой гармоники

Ω = jr a/R.

Для нашей задачи радиальное возмущение

необходимо только для того, чтобы удовлетво-
рить граничному условию на поверхности по-
роха. При этом возможно рассматривать воз-
мущения с длиной волны много большей, чем
радиус цилиндра. В этом случае

sR� 1, J1(sR)� 1, J0(sR) ≈ 1.

Такие возмущения можно назвать неакустиче-
скими (их частота много меньше a/R).

Обратимся теперь к граничным условиям

на сопле и поверхности горения.
Плотность потока газа на входе в сопло

ρw пропорциональна комплексу p/
√
T . Пред-

полагая течение адиабатическим, соотношение
между скоростью газа и давлением запишем в

виде

w ∼ p(γ−1)/2γ . (9)

Считая входное сечение сопла равным площа-
ди сечения камеры сгорания, имеем

wz = wN + w′z, p = p0 + p′, wN =
2L
R
w0,

где w0 и wN — скорости продуктов горения

вблизи поверхности пороха и на входе в сопло.
Из (9) получаем граничное условие на соп-

ле:

z = L:
w′z
wN

= Γ
p′

p0
, Γ =

γ − 1
2γ

. (10)

Пренебрегая слабой радиальной зависимостью

возмущений, представим их на входе в сопло в
виде

p′ = Ap0 cos(kL) eiΩt + c.c,

w′z = − ia
γ
A
ka

Ω
sin(kL) eiΩt + c.c.

Волновой вектор k1 близок к своему клас-
сическому значению k(c), поэтому можно счи-
тать, что

ka

Ω
≈ 1, cos kL ≈ −1, sin kL ≈ −(k− k(c))L.

При z = L имеем

p′ = −Ap0eiΩt + c.c,



10 Физика горения и взрыва, 2000, т. 36, N-◦ 1

w′z =
ia

γ
A(k − k(c))LeiΩt + c.c.

Из этих выражений и (10) следует

i(k − k(c))L
γMπ

= −2PΓ, P =
L

πR
, (11)

где M = w0/a — число Маха.
Граничное условие на поверхности пороха

записывается, естественно, через функцию от-
клика скорости продуктов горения:

r = R: − w′r
w0

= G(ω)
p′

p0
. (12)

Здесь учтено, что направление скорости проти-
воположно направлению радиус-вектора. Счи-
тая также sR � 1, J0(sR) ≈ 1, J1(sR) ≈ sR/2,
из (11) получим

i

γM
s2a2

2Ω2
= PG. (13)

Найдем теперь уравнение для комплекс-
ной амплитуды давления. Для этого в волновое
уравнение (7) подставим выражение для возму-
щений давления (8), считая при дифференци-
ровании, что характерное время изменения ам-
плитуды много больше периода осцилляций. В
результате получим

∂2p′

∂t2
− a2

[∂2p′

∂z2
+

1
r

∂

∂r

(
r
∂p′

∂r

)]
=

= p0
[
2iΩ

dA

dt
− (Ω2 − k2a2 − s2a2)A

]
×

× cos(k1z) J0(s1r)eiΩt + c.c.

Простые преобразования дают связь производ-
ной амплитуды с условиями на границах каме-
ры сгорания:

dA

dt
= γMΩ

[ i(k − k(c))L
γMπ

+
is2a2

2γMΩ2

]
A. (14)

Наконец, подставляя в (14) соотношения (11)
и (13), окончательно получаем

dA

dt
= γMΩP (G− 2Γ)A. (15)

Запишем это уравнение в виде

dA

dt
= (αc + αN )A, (16)

введя коэффициент усиления колебаний за счет

горения αc и коэффициент затухания колеба-
ний за счет истечения из сопла αN :

αc = γ
w0

R
G, αN = −γ − 1

2
w0

R
. (17)

Как правило, в ракетной камере существу-
ют также и объемные потери акустической

энергии. В качестве примера укажем на погло-
щение ее конденсированными продуктами го-
рения металлизированных порохов. Включим
их в наше рассмотрение, приняв приближенное
выражение для коэффициента потерь [8, 9]

αp = −CpΩ
Ωtp

1 + (Ωtp)2
, tp =

ρpd
2

18µg
, (18)

где Cp — численный коэффициент, зависящий
от концентрации частиц в газе, ρp — плотность

частиц, d — их диаметр и µg — динамическая

вязкость газа. Приведенное выражение каче-
ственно правильно передает частотную зависи-
мость этой функции, а полная величина потерь
определяется коэффициентом Cp.

Таким образом, уравнение (16) обобщает-
ся в виде

dA

dt
= (αc + αN + αp)A, (19)

из которого следуют условие неустойчивости

стационарной работы двигателя

Re (αc + αN + αp) > 0 (20)

и выражение для границы устойчивости его ра-
боты

Re (αc + αN + αp) = 0. (21)

Перейдем к рассмотрению основного во-
проса, поставленного в настоящей работе, а
именно, с какой точностью может быть пред-
сказана граница устойчивости стационарного

режима работы двигателя при учете погреш-
ностей определения характеристик стационар-
ного горения пороха.

Для представления результатов удобно ис-
пользовать плоскость (l, Ab/Ap), где парамет-
ры

l =
L

πa

(u0)2

κ

,
Ab
Ap

=
2L
R

определяют безразмерную длину камеры и от-
ношение площадей поверхности горения (Ab) и
поперечного сечения камеры (Ap). В этих пере-
менных граница устойчивости имеет вид

Ab
Ap

=
2πCp
γM

×

(22)
×

ωτp

(ReG(ω)− 1 + γ−1)[1 + (ωτp)2]
,
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Рис. 3. Влияние вариации параметра k на
положение границы устойчивости

причем

l =
1
ω
, τp = tp

(u0)2

κ

.

Для численных расчетов были приняты

характеристики пороха, близкие к приведен-
ным в [8]: p = 100 атм, u0 = 1,0 см/с,
κ = 10−3 см2/с, µg = 9 · 10−4 г/(см·с), ρp =
4,0 г/см3, d = 10−5 см, γ = 1,25, M = 2 · 10−3,
Cp = 0,18.

Рис. 3 и 4 иллюстрируют влияние оши-
бок измерения параметров k и r на положение
границы устойчивости. Видно, что вариация
этих параметров всего на несколько процентов

может изменить значение Ab/Ap в полтора–
два раза. Естественно, этот вывод справедлив
только в области, где акустический резонанс
проявляется ярко, т. е. при частоте, близкой к
собственной частоте пороха (ω ≈ 4 или l ≈ 0,2).
В области, далекой от резонансной частоты,
имеется полное соответствие ошибок измере-
ния параметров пороха и точности предсказа-
ния границы устойчивости.
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