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A linear model of optimal control for the marketing of a homogeneous product is 
considered. The process of production and promotion of the product for the manufacturing 
firm is divided into two consecutive periods; the first one is devoted to production, while the 
second one – to the sale of the product. The activities of the firm during these periods (and, 
consequently, the mathematical description of its activities) are significantly different. The 
state variables of the model are given by variables characterizing intangible assets (both 
consumers and sellers), called «goodwills». The firm seeks to maximize profits, subject to 
not less than a predetermined period of goodwill at the end of the sales level.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается линейная модель оптимального управления для мар-
кетинга некоторого сезонного продукта. Продукт производится некоторой 
фирмой и распродается продавцами в различных сегментах рынка. А имен-
но фирма производит и продает сезонный продукт в двух последователь-
ных периодах времени. Первый период которых посвящен производству, 
а второй – продаже продукта. В период производства фирма может кон-
тролировать само производство, качество продукции и рекламу продукта 
как для продавцов, так и в сегментах рынка. В период продаж фирма ведет 
широкую коммуникационную деятельность по продвижению товара по-
требителям, стимулированию продавцов и рекламе. При построении моде-
ли и для потребителей, и для продавцов рассматриваются некоторые ве-
личины, названные «гудвиллами». Гудвилл следует понимать как числовую 
характеристику репутации потребителя или продавца [14]. Предполагает-
ся, что коммуникационная деятельность фирмы таким образом действует 
на гудвилл, что потребители и продавцы приобретают продукт. Гудвиллы 
потребителей и продавцов рассматриваются как переменные состояния и 
задают уравнения модели. Фирма стремится получить максимальную при-
быль, но при условии, что к концу периода продаж должен быть достигнут 
некоторый минимальный уровень гудвилла. Таким образом, мы расширяем 
модель, представленную в [7, 8], и обобщили модель, представленную в [5, 
13–15, 21].
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Путем фиксации состояния системы в момент окончания производства 
(и начала продажи) задача разбивается на параметрические, допускающие 
решение в явном виде. Кроме того, формулируется и исследуется задача 
оптимизации параметров (координирующая задача).

1. МНОГОСЕКТОРНАЯ ЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим модель с n сегментами рынка, r продавцами d видами ком-
муникаций. Как и в [8], мы предполагаем, что производство продукта и его 
продажа имеют место в двух последовательных периодах времени: 0 1[ , ]t t  
(период производства) и 1 2[ , ]t t  (период продаж). Кроме того, введем мно-
жества индексов:

 {1, , }, {1, , }, {1, , }.I n J r K d= = =  

1.1. Переменные состояния и управления

Для периода производства рассмотрим n переменных состояния.
( )im t  – уровень запасов в i-м сегменте рынка, i I∈ , в момент времени 

0 1[ , ]t t t∈  и 1n +  управление,
( )iu t  – темп производственных затрат в i -м сегменте рынка, i I∈ , в мо-

мент времени 0 1[ , ]t t t∈ .
Обозначим
q – темп затрат на улучшение качества производимой продукции.
Как и для односекторной линейной модели [14], q считаем постоянным 

и неотрицательным.
Для периода продаж n переменных состояния – это

( )ix t  – уровень продаж в i-м сегменте рынка, i I∈ , в момент времени 
1 2[ , ]t t t∈ .

При формулировке модели мы также будем использовать термины 
«гудвилл потребителя» и «гудвилл продавца». Гудвилл потребителя показы-
вает, насколько легко потребители в i-м сегменте рынка принимают реше-
ние, покупать ли данный продукт. Гудвилл продавца показывает, насколько 
желательно для продавца сохранить данный продукт в запасе (более под-
робно см. [14]).

Таким образом, и для периода продаж, и для периода производства рас-
смотрим переменные состояния

( )iC t  – гудвилл потребителей в i-м сегменте рынка, i I∈ , в момент вре-
мени 0 2[ , ]t t t∈ ,

( )jR t  – гудвилл j-го продавца, j J∈ , в момент времени 0 2[ , ]t t t∈ .
Кроме того, рассмотрим d управлений

( )ka t  – темп коммуникационных затрат для k-го вида коммуникаций, 
k K∈ , в момент времени 0 2[ , ]t t t∈ .

Для управлений ( )ka t  мы полагаем, что в течение периода производства 
коммуникациями является реклама, а в течение периода продаж – реклама, 
продвижение продаж и стимулирование продавца.
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1.2. Динамика

Динамика модели в периоды производства 0 1[ , ]t t  и продаж 1 2[ , ]t t  суще-
ственно различается.

Динамика модели в период производства 0 1[ , ]t t  описывается 2n r+  урав-
нениями: n уравнений описывают уровни запасов ( )im t  в i-м сегменте рын-
ка, i I∈ ; n уравнений описывают гудвиллы потребителей ( )iC t  в i-м сег-
менте рынка, i I∈ ; r уравнений описывают гудвиллы j-го продавца, j J∈ .

Для i-го сегмента рынка, i I∈ , динамика уровня запасов описывается 
следующими уравнениями:

 ( ) ( ),i i im t u t= µ

где iµ  – маргинальная продуктивность производственных затрат, 1iµ > .
Далее, в i-м сегменте, i I∈ , динамика уровня гудвилла потребителей 

описывается уравнениями:

 
( )( ) ( ) ( ),

i i

p
i C i C k k

k K
C t C t a t

∈

= −δ + ε∑

где 
iCδ  – коэффициент дисконтирования гудвилла ,iC  0

iCδ > ,
( )

i

p
C kε  – маргинальная продуктивность коммуникационных затрат ka  сред-

ствами рекламы в терминах гудвилла iC  в период производства, ( ) 0
i

p
C kε ≥ .

Заметим, что ( ) 0
i

p
C kε >  означает, что в период производства продуктив-

ность коммуникационных затрат увеличивает гудвилл iC .
Наконец, для j-го продавца, j J∈ , динамика уровня гудвилла задается 

уравнениями

 
( )( ) ( ) ( ),

j j

p
j R j R k k

k K
R t R t a t

∈

= −δ + ε∑

где 
jRδ  – коэффициент дисконтирования гудвилла ,jR  0

jRδ > ,
( )

j

p
R kε  – маргинальная продуктивность коммуникационных затрат на рек-

ламу в терминах гудвилла jR  в период производства, ( ) 0
j

p
R kε ≥ .

Динамика модели в период продаж 1 2[ , ]t t  также описывается 2n + r  
уравнениями: n уравнений для уровней продаж ( )ix t  в i-м сегменте рынка, 
i I∈  и так же, как и в период производства, n уравнений для гудвиллов по-
требителей ( )iC t  в i-м сегменте рынка, i I∈  и r уравнений для гудвиллов 
j-го продавца, j J∈ .

Для i-го сегмента, i I∈ , динамика уровня продаж следующая:

 

( )
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

i i j i i

s
i i i C i x R j x k k x

j J k K
x t x t C t R t a t l q

∈ ∈

= −α + γ + γ + ε +∑ ∑

где iα  – параметр насыщения рынка, 0iα > ,

iCγ  – продуктивность гудвилла в терминах продаж, порожденная гуд-
виллом ,iC  0

iCγ > ,

i jx Rγ  – продуктивность гудвилла в терминах продаж, порожденная гуд-
виллом j-го продавца ,jR 0

i jx Rγ ≥ ,
( )

i

s
x kε  – маргинальная продуктивность коммуникационных затрат на про-

движение товара в терминах уровня продаж xi (t), ( )
i

s
x kε  ≥ 0,
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lxi
 – маргинальная продуктивность темпа затрат q на повышение каче-

ства, 0
ixl ≥ ,

1 1 0( )q q t t= −  – общие затраты на улучшение качества в период произ-
водства.

Далее, для i-го сегмента, i I∈ , динамика уровня гудвилла задается урав-
нениями

 
( )

1( ) ( ) ( ) ( ) ,
i i i

s
i i i C i C k k C

k K
C t x t C t a t l q

∈

= β − δ + ε +∑

где iβ  – торговая репутация в терминах гудвилла ,iC  0iβ ≥ ,

iCδ  – коэффициент дисконтирования гудвилла ,iC  0
iCδ > ,

( )
i

s
C kε  – маргинальная продуктивность коммуникационных затрат на рек-

ламу в терминах гудвилла iC  в период продаж, ( ) 0
i

s
C kε ≥ ,

iCl  – маргинальная продуктивность темпа затрат q для гудвилла ,iC  
0

iCl ≥ .
Наконец, для j-го продавца, j J∈ , динамика уровня гудвилла описыва-

ется уравнениями

 
( )

1( ) ( ) ( ) ,
j j j

s
j R j R k k R

k K
R t R t a t l q

∈

= −δ + ε +∑

где 
jRδ  – коэффициент дисконтирования гудвилла ,jR  0

jRδ > ,
( )

j

s
R kε  – маргинальная продуктивность коммуникационных затрат на рек-

ламу и стимулирование в терминах гудвилла jR  в период продаж, ( ) 0
j

s
R kε ≥ ,

jRl  – маргинальная продуктивность темпа затрат q для гудвилла ,jR  

0
jRl ≥ .

1.3. Целевой функционал

Итоговая прибыль фирмы определяется как разница между общей вы-
ручкой и общими издержками (на производство, улучшение качества и 
коммуникации) и задается следующим целевым функционалом:

 

1 2

0 0

2( ) ( ) ( ) ( ) ,
t t

i i i i i k
i I i I i I k Kt t

p x t c m t u t q dt a t dt
∈ ∈ ∈ ∈

 
− + + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫

где ip  – цена продажи продукции в i-м сегменте, 0ip > ,

 ic  – предельные издержки хранения единицы продукции в единицу вре-
мени в i-м сегменте, 0ic > .

1.4. Граничные условия

Естественные граничные условия для уровней запасов и продаж – это

 0 1 2 1( ) ( ) 0, ( ) ( ), .i i i im t x t x t m t i I= = ≤ ∈

Граничные условия для гудвиллов потребителей – это

 
0 2

0 2( ) , ( ) , ,i i i iC t C C t C i I= ≥ ∈

где 0
iC  – начальная величина гудвилла ,iC

 
2
iC  – нижняя граница гудвилла iC  в конечный момент времени 2t .
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Граничные условия для гудвиллов продавцов – это

 
0 2

0 2( ) , ( ) , ,j j j jR t R R t R j J= ≥ ∈
где 0

jR  – начальное значение гудвилла ,jR

 
2
jR  – нижняя граница гудвилла jR  в конечный момент времени 2t .

Граничные условия для управлений:

 0 1( ) [0, ], , [ , ],i iu t u i I t t t∈ ∈ ∈

 0 2( ) [0, ], , [ , ],k ka t a k K t t t∈ ∈ ∈

 [0, ],q q∈

где iu  – верхняя граница для ( ),iu t  0,iu >

 ka  – верхняя граница для ( ),ka t  0,ka >

 q – верхняя граница для q, 0.q >

1.5. Формулировка модели

Для того чтобы сформулировать линейную модель, рассмотрим
n-мерные векторы переменных состояния ( ),m t  ( ),x t  ( )C t  с элементами 

( ),im t  ( ),ix t  ( ),iC t i I∈ соответственно;
r-мерные векторы переменных состояния R(t) с элементами ( ),jR t j J∈ ;
n-мерный вектор управления ( )u t  с элементами ( ),iu t i I∈ ;
r-мерный вектор управления ( )a t  с элементами ( ),ka t k K∈ ;
n-мерные постоянные векторы 0, , , , ,x Cp c C l l 2 ,C u  с элементами 

, ,i ip c 0 , , ,
i ii x CC l l  

2 , ,i iC u i I∈  соответственно;
r-мерные постоянные векторы 0 2, ,RR l R  с элементами 0 2, , ,

jj R jR l R j J∈  
соответственно;

d-мерный постоянный вектор a  с элементами ,ka k K∈ ;
диагональные постоянные матрицы порядка n n×  , , , ,C Cµ δ α γ β  с диаго-

нальными элементами , , , , ,
i ii C C iµ δ α γ β  i I∈  соответственно;

диагональную постоянную матрицу Rδ  порядка r r×  с диагональными 
элементами ,

jR j Jδ ∈ ;
постоянные матрицы ( ) ( ) ( ), ,p s s

C x Cε ε ε  порядка n d×  с  элементами ( ) ( ) ( ), , ,
i i i

p s s
C k x k C kε ε ε  

,i I k K∈ ∈ , соответственно;
постоянные матрицы ( ) ( ),p s

R Rε ε  порядка r d×  с элементами ( ) ( ), ,
j j

p s
R k R kε ε  j ∈ J, 

k ∈ K соответственно;
постоянную матрицу Rγ  порядка n r×  с элементами , ,

i jx R i I j Jγ ∈ ∈ .
Кроме того, введем обозначения

 
0 2 1 2

( ) ( )
( ) , [ , ], ( ) , [ , ],

( ) ( )
C t x t

A t t t t X t t t t
R t A t

   
= ∈ = ∈   
   

 
0 2

0 2
0 2, ,

C C
A A

R R
   

= =   
   

 

( )
( )

( )

0
, ,

0

p
C nr p C

p
rn R R

E
δ  ε 

∆ = =   δ ε   

 

( )

( ) ( )

( )

0 , , ,
0 0

s
C R x x

s s
C nr C C

s
rn rn R R R

l
Q E L l

l

 α −γ −γ ε   
    = −β δ = ε =    

    δ ε    
где, как обычно, 0nr  и 0rn  – это нулевые матрицы порядка (n × r) и (r × n) 
соответственно.
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Наконец, пусть en и ed – это n-мерный и соответственно d-мерный векто-
ры с единичными элементами, а 0n  и 0d  – это n-мерный и соответственно 
d-мерный нулевые векторы.

Тогда линейная маркетинговая модель с n сегментами рынка, r продав-
цами и d видами коммуникаций имеет вид:

 
( )

1 2

0 0

2( ) ( ) ( ) ( ) max,
t t

T T T T
n d

t t

p x t c m t e u t q dt e a t dt− + + − →∫ ∫

 
( )

0 1( ) ( ), ( ) ( ) ( ), [ , ],pm t u t A t A t E a t t t t= µ = −∆ + ∈



 
0

0 0( ) 0 , ( ) ,nm t A t A= =  (P)

 
( )

1 1 2( ) ( ) ( ) , [ , ],sX t QX t E a t q L t t t= − + + ∈

 
2

1 2 1 2( ) 0 , ( ) ( ), ( ) ,nx t x t m t A t A= ≤ ≥

 0 ( ) , 0 ( ) , [0, ].n du t u a t a q q≤ ≤ ≤ ≤ ∈

Заметим, что векторное неравенство 2 1( ) ( )x t m t≤  можно заменить равен-
ством. Действительно, если предположить, что для оптимального решения 
выполнено строгое неравенство 2 1( ) ( )x t m t< , то возможно уменьшить про-
изводство с одновременным увеличением значения целевого функционала. 
Это становится возможным благодаря специфической форме уравнений в 
ограничениях модели.

Представленная модель P является довольно общей и допускает различ-
ные спецификации. Одна из них такова: предположим, что намерение фир-
мы – определить оптимальный темп затрат для каждого сегмента и каждо-
го продавца. Тогда d n r= + . Более того, пусть каждый вид коммуникаций 
действует только для одного продавца или на одном сегменте рынка.

В Заключении будут приведены другие возможные интерпретации мо-
дели.

2. РАзЛОЖЕНИЕ НА ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПОДзАДАЧИ

Для обсуждения подходов к решению задачи P введем
n-мерный вектор m , элементы которого ,im  i I∈ , есть параметры;
(n + r)-мерные векторы ,A A ,  соответствующие элементы , , ,i iA A i I∈  
, ,n j n jA A j J+ + ∈

 которых также являются параметрами.
Аналогично [6] можно решать задачу P следующим образом: снача-

ла решить задачи оптимального управления, зависящие от параметров 
2

1 1( ), ( ),m m t A A t A A= = ≥

 , а затем решить задачу нелинейного программиро-
вания, переменными которой являются эти параметры. Обозначим

 

0
, .n m

X X
A A

   
= =   
   







Запишем параметрические подзадачи P1 = P1 1( )m , P2 = P2 ( )A  и P3 = P3

( , , , )m q A A  следующим образом:
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Подзадача P1:

 
( )

1

0

( ) ( ) max,
t

T T
n

t

c m t e u t dt− + →∫
 ( ) ( ),m t u t= µ  (P1)

 0 1( ) 0 , ( ) , 0 ( ) .n nm t m t m u t u= = ≤ ≤

Подзадача P2:

 

1

0

( ) max,
t

T
d

t

e a t dt− →∫

 
( )( ) ( ) ( ),pA t A t E a t= −∆ +  (P2)

 
0

0 1( ) , ( ) , 0 ( ) .dA t A A t A a t a= = ≤ ≤

Подзадача P3:

 

2

1

( ) max,
t

T
d

t

e a t dt− →∫

 
( )

1( ) ( ) ( ) ,sX t QX t E a t q L= − + +  (P3)

 1 2( ) , ( ) , 0 ( ) .dX t X X t X a t a= = ≤ ≤

Более того, решение подзадачи P1 из-за специфической формы урав-
нений можно заменить решением следующих n более простых подзадач 

( ) ( )
1 1 ( ),i i

iP P m i I= ∈ :
Подзадача P1

(i):

 
( )

1

0

( ) ( ) max,
t

i i i
t

c m t u t dt− + →∫
 ( ) ( ),i i im t u t= µ  (P1

(i))

 0 1( ) 0, ( ) , ( ) [0, ].i i i i im t m t m u t u= = ∈

Пусть ( ) ( )
1 1 ( ), ,i i

iF F i I= µ ∈ 

  2 2 ( )F F A=    и 3 3 ( , , , )F F m q A A=    – оптимальные зна-
чения целевых функционалов задач P1

(i), ,i I∈  P2 и P3 соответственно. Тогда 
задача P эквивалентна задаче нелинейного программирования, в которой 
необходимо максимизировать следующую целевую функцию:

 
( ) ( )

1 0 1 2 3
T i

i I
p m t t q F F F

∈

− − + + +∑   

 . (1)

В дальнейшем мы будем считать, что выполнено условие общности по-
ложения (УОП) [3, с. 166].

Поиск оптимального решения подзадачи P1
(i), ,i I∈  совпадает с поиском 

решения для случая 1n =  [7], т.е. для каждого i I∈  оптимальным решением 
подзадачи P1

(i) является

 

0*

1

0, ( , );
( )

, ( , ),
i

i

u
i

i u

t t t
u t

u t t t

∈=  ∈

 

0*

1

0, ( , );
( )

( ), ( , ),
i

i i

u
i

i i u u

t t t
m t

u t t t t t

∈= µ − ∈
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где 1i

i
u

i i

mt t
u

= −
µ


. Оптимальное значение функционала ( ) ( )
1 1 ( ),i i

iF F i I= µ ∈ 

  

равно

 

( ) 2
1 ( ) ( ) ,

2
i i i

i i
i i i

c mF m m
u

= +
µ µ





  (2)

где

 1 0[0, ( )].i i im u t t∈ µ −  (3)

Для подзадачи P2, учитывая УОП, количество моментов переключе-
ний в оптимальном управлении * ( )ka t k K∀ ∈  не может превышать n + r 
[22, с. 166]. Обозначим эти моменты переключений как ( ) ( )

1 , ,k k
n r k K+τ τ ∀ ∈ .

Пусть

 
( ) ( ) ( )

0 1 1, ,k k k
n r n rt k K+ + +≤ τ ≤ ≤ τ ≤ τ ∈  (4)

обозначим

 
0 01( ) 0 ( ) 1 ( ), ( ) ,t ttp p p

k kG e A e A D t ae E∆ ∆∆ −= − = ∆

где ( )p
kE  – k-й столбец матрицы ( )pE . Имеем

 

( )

( )

( ), ;

( 1),

p
kk Kp

p
kk K

d n r n r
G

d n r n r
∈

∈

 + += 
+ + +

∑
∑

åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå,
 (5)

где ( ) ( ) ( )

1
( ) ( 1) ( ), { , 1}.

l
p j p k

k k j
j

d l D l n r n r
=

= − τ ∈ + + +∑
Более того, существует (n + r)-мерный вектор v такой, что

 
( ) ( ) 1, , {1, , },
k

jT p
kv e E k K j n rτ ∆ = ∈ ∈ +  (6)

и оптимальное значение целевого функционала равно

 

( )

2 ( )

( ), ;

( 1),

p
kk K

p
kk K

T n r n r
F

T n r n r
∈

∈

 + += 
+ + +

∑
∑



åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå,
 (7)

где

 

( ) ( )

1
( ) ( 1) , { , 1}.

l
p j k

k k j
j

T l a l n r n r
=

= − − τ ∈ + + +∑

Теперь рассмотрим задачу P3. Для простоты рассмотрим только случай, 
когда собственные числа матрицы Q различны. Если некоторые из них со-
впадают, то можно провести простые вычисления, как в [14]. Пусть S – ма-
трица собственных векторов матрицы Q. Обозначим

 
1

1 2 2{ , , , } .n rdiag S QS−
+Λ = λ λ λ =

Учитывая условия общности положений, и поскольку собственные чис-
ла матрицы ограничений являются действительными, то количество мо-
ментов переключений в оптимальном управлении * ( )ka t  не может превы-
шать 2n + r. Обозначим моменты переключений через ( ) ( )

1 2, ,k k
n r+ρ ρ . Пусть

 
( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 2 , ,k k k
n r n rt t k K+ + +≤ ρ ≤ ≤ ρ ≤ ρ = ∈  (8)
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обозначим

 
2 1 1 2( ) 1 1 1 1( ) ,t t t tsG e S X e S X e e S LΛ Λ Λ Λ− − − −= − + − Λ

 
( ) 1 1 ( )( ) , ,s t s
k k kD t a e S E k KΛ − −= Λ ∈

где ( )s
kE  – k-й столбец матрицы ( )sE . 

Пусть M I∈  – количество отрицательных собственных чисел матри-
цы Q.

Предположим, что M – четно. Тогда

 

( )

( )

( ), ;

( 1),

s
kk Kp

s
kk K

d n r r
G

d n r r
∈

∈

 += 
+ +

∑
∑

åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå,
  (9)

где

 

( ) ( ) ( )

1
( ) ( 1) ( ), {2 , 2 1}.

l
s j s k

k k j
j

d l D l n r n r
=

= − ρ ∈ + + +∑
Далее, существует (2n + r)-мерный вектор w такой, что

 
( ) 1 ( ) 1, , {1, , 2 },
k

jT s
kw e S E k K j n rρ Λ − = ∈ = +  (10)

и оптимальное значение целевого функционала задается как

 

( )

3 ( )

( ), ;

( 1),

s
kk K

s
kk K

T n r r
F

T n r r
∈

∈

 += 
+ +

∑
∑



åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå,
 (11)

где

 

( ) ( )

1
( ) ( 1) , {2 , 2 1}.

l
s j k

k k j
j

T l a l n r n r
=

= − − ρ ∈ + + +∑
Пусть M нечетно. В этом случае

 

( )
( )

( )

(2 1), ;

(2 ),

s
kk Ks

s
kk K

d n r r
G

d n r r
∈

∈

− + += 
− +

∑
∑

åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå,
 (12)

и существует (2n + r)-мерный вектор w такой, что выполнено (10). Опти-
мальное значение целевого функционала задается как

 
( )

3 ( )

(2 1), ;

(2 ),

s
kk K

s
kk K

T n r r
F

T n r r
∈

∈

− + += 
− +

∑
∑



åñëè ÷åòíîå

åñëè íå÷åòíîå.
 (13)

3. КООРДИНИРующАЯ зАДАЧА

Теперь сформулируем координирующую задачу, являющуюся задачей 
оптимизации параметров. Заметим, что выполнены следующие условия:

 
2 , [0, ].A A q q≥ ∈  (14)

Если M  четно, то для получения решения задачи P необходимо решить 
следующую параметрическую оптимизационную задачу:

P+: 
( )

1 0 1 2 3( ) maxT i

i I
p m t t q F F F

∈

− − + + + →∑   



при условиях (3), (14), (4)–(6), (8)–(10), где ( )
1

iF  определяется из (2) i I∀ ∈ , 2F  
определяется из (7), 3F  определяется из (11).
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Если M нечетно, необходимой для решения параметрической оптими-
зационной задачей становится

P–: 
( )

1 0 1 2 3( ) maxT i

i I
p m t t q F F F

∈

− − + + + →∑   



при условиях (3), (14), (4)–(6), (8), (10), (12), где ( )
1

iF i I∀ ∈  определяется из 
(2), 2F  определяется из (7), 3F  определяется из (13).

Обе задачи P+ и P– являются задачами нелинейного программирования 
с 3 2 1n r+ +  переменными параметрами , , ,m q A A , (3n + 2r) · d переменными 
моментами переключения ( ) ( )

1 , ,k k
n r+τ τ , ( ) ( )

1 2, , , ,k k
n r k K+ρ ρ ∈  (n + r)-мерным 

вектором переменных v и (2n + r)-мерным вектором переменных w. Кро-
ме того, задача содержит (3n + 2r) · (d + 1) нелинейных ограничений-ра-
венств и несколько ограничений-неравенств. Целевые функции этих задач 
довольно просты, но ограничения-равенства являются нелинейными и не 
могут быть явно разрешены. Заметим, что ограничения параметрической 
оптимизационной задачи являются необходимыми и достаточными услови-
ями существования решения в задаче P.

зАКЛюЧЕНИЕ

Предложена и исследована модель оптимального управления с не-
сколькими видами коммуникаций для определения оптимального темпа 
затрат в многосекторном рынке для каждого сегмента рынка и каждого 
продавца. Заметим, что если имеется только один сегмент рынка и толь-
ко один продавец (т.е. n = r = 1) и если мы a priory предположим, что все 
коммуникационные темпы затрат подразделяются на две части (одна для 
продавца и одна для потребителя), то получим модель, представленную в 
[15]. Более того, в этом случае мы, в частности, видели, что значения соб-
ственных чисел матрицы уравнений определяют тип альтернативных опти-
мальных коммуникаций. Отсюда следует, что если происходит насыщение 
рынка и гудвилл падает (что может рассматриваться как негативный для 
фирмы фактор) сильнее, чем происходит улучшение устной репутации и 
увеличение гудвилла (что может рассматриваться как положительный для 
фирмы фактор), то более выгодно использовать рекламу в середине пе-
риода продаж. С другой стороны, рекламу удобно использовать в начале 
периода продаж, а затем к концу этого периода укрепить гудвилл фирмы. 
В рассмотренной здесь модели выбор типа коммуникаций из имеющихся 
альтернатив в период продаж зависит от четности/нечетности количества 
отрицательных собственных чисел матрицы уравнений. Мы надеемся, что 
такая довольно простая интерпретация (соотношение между положитель-
ными и отрицательными факторами для фирмы, продавцов и сегментов 
рынка) может служить основанием для подобного обобщения модели. 
В связи с этим кажется уместным исследование параметрической оптими-
зационной задачи P.

Описанный подход допускает различные обобщения: на модели мак-
симизации эффективности рекламных затрат [12] и ценообразования при 
ритейлинге [16]. Кроме того, представляется интересным применить пред-
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лагаемый подход на различные варианты моделей монополистической 
конкуренции [23]: ритейлинга [4, 18, 19], инвестиций в НИОКР [1–3, 6, 10, 11, 
20], либерализации торговли [17].
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