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Проведен анализ точности известных и новых методов моделирования с использованием
гипотез локальности и плоских сечений для решения задач об ударе и плоскопараллель-
ном движении конических тел под углом к свободной поверхности полупространства,
занимаемого упругопластической грунтовой средой. На основе решения одномерной за-
дачи о расширении сферической полости определены параметры квадратичной по ско-
рости модели локального взаимодействия. В пренебрежении потоками массы и импульса
в окружном направлении с помощью подхода, в котором используется гипотеза плоских
сечений, совместно решены осесимметричные задачи для каждого меридионального се-
чения. Проведено сравнение полученных в рамках модифицированных моделей силовых
и кинематических параметров процесса наклонного проникания с данными компьютер-
ного моделирования в трехмерной постановке. Показано, что результаты, полученные с
учетом распределения контактных напряжений вдоль образующей заостренного конуса,
удовлетворительно согласуются.

Ключевые слова: удар, проникание под углом к поверхности, конический ударник,
упругопластическая среда, модель локального взаимодействия, трехмерное моделирова-
ние, угловая скорость вращения.

Введение. Исследование процессов внедрения жестких тел в упругопластические
грунтовые среды является сложной задачей, для решения которой применяются экспери-
ментальные и теоретические методы [1–7]. Так, на основе результатов экспериментов [8]
верифицируется приближенный метод [9] описания рикошета сферических ударников при
их проникании в песчаный грунт. В работах [4, 10–12] предложены модели расчета прони-
кания жестких тел в упругопластическую среду под углом к поверхности. В [13–16] про-
водится экспериментально-теоретическое исследование удара и проникания тел в мягкий
грунт на основе известных моделей грунтовых сред в осесимметричной постановке. При
решении задач в пространственной постановке в основном применяются приближенные

подходы к моделированию на основе упрощающих гипотез о характере взаимодействия

тела и среды.
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Задачи об ударе и проникании тел под углом к свободной поверхности решаются, как
правило, численно-аналитическими методами [17–31], многие из которых основаны на ги-
потезе локального взаимодействия [5, 32]. Использование связи контактного напряжения
на поверхности тела с его геометрией в модели локального взаимодействия (МЛВ) позво-
ляет определять оптимальные формы проникающих тел и проводить анализ устойчиво-
сти их движения. Однако применимость упрощенных моделей взаимодействия исследована
недостаточно [5, 32]. Теоретически и экспериментально обоснована применимость квадра-
тичной по скорости МЛВ для определения сил сопротивления внедрению по нормали в

мягкий грунт заостренных конических тел [33–37]. В [38, 39] проведен анализ результатов
расчетов силовых и кинематических характеристик взаимодействия конических ударни-
ков с грунтом при ударе под углом к поверхности, выполненных в рамках МЛВ и в трех-
мерной постановке. Показано, что квадратичная по скорости МЛВ, удовлетворительно
описывающая процесс внедрения конического ударника по нормали к поверхности грунта,
применима на начальной стадии проникания и при внедрении под углом к поверхности,
но в этом случае погрешность расчетов больше. Для обоснования использования гипотезы
плоских сечений при расчете внедрения сферы в грунт под углом к поверхности в [25]
применяются результаты трехмерного моделирования. В отличие от предложенных ра-
нее МЛВ при использовании модели [25] существенно повышается достоверность расчета
вследствие учета динамики свободной поверхности и кавитационных эффектов отрывного

обтекания [27].

В данной работе проводится сравнение результатов расчетов по известным и новым

модификациям МЛВ, в которых используются гипотезы локальности и плоских сечений,
с результатами трехмерного компьютерного моделирования процесса плоскопараллельно-
го движения конических ударников.

1. Постановка задачи о проникании тела под углом к поверхности грунта.
При описании плоскопараллельного движения твердого конического тела рассматривает-
ся его сечение плоскостью, проходящей через оси неподвижной прямоугольной системы
координат (СК) Orz. В начальный момент времени ось Oz совпадает с осью вращения

тела, ось Or проходит перпендикулярно ей через центр основания конуса, свободная по-
верхность среды образует с осью Or угол θ (рис. 1). Вводится также подвижная СК O′r′z′,
связанная с телом и совпадающая в начальный момент времени с СК Orz.

Уравнения движения и вращения плоской фигуры вокруг центра масс C в подвижной
СК имеют вид [40]

MwC = M(v̇C + ω × v) = F , JCω̇ = K, (1)

где M — масса тела; F — главный вектор действующих на тело сил; wC , vC — векторы

ускорения и скорости центра масс; ω, JC , K — вектор угловой скорости вращения, мо-
мент инерции и момент сил относительно оси, перпендикулярной плоскости движения и
проходящей через центр масс; точка обозначает дифференцирование по времени.

Векторные величины в (1) проецируются на оси подвижной СК:

M(v̇Cr′ − ωvCz′) = Fr′ , M(v̇Cz′ + ωvCr′) = Fz′ , JC ω̇ = JCψ̈ = K. (2)

Здесь vCr′ , vCz′ , Fr′ , Fz′ — проекции векторов vC и F на оси подвижной СК r′ и z′;
ω — проекция вектора угловой скорости ω на ось, перпендикулярную плоскости движения
(ωr′ = ωz′ = 0); ψ — угол поворота.

Компоненты главного вектора силы F и величина момента сил K в соотношениях (2)
определяются путем интегрирования контактных напряжений вдоль боковой поверхности
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Рис. 1. Постановка задачи о проникании тела под углом к свободной поверхно-
сти грунта

конуса, находящейся в данный момент времени в контакте с грунтом:

Fr′ =

z2∫
−H

ϕ2∫
0

pr′
r

cos β
dϕ dz′, Fz′ =

z2∫
−H

ϕ2∫
0

pz′
r

cos β
dϕ dz′,

K =

z2∫
−H

ϕ2∫
0

[(r′ − rC) cosϕpz′ − (z′ − zC)pr′ ]
r

cos β
dϕ dz′.

(3)

Здесь r = r(z′) — радиус окружности, представляющей собой поперечное сечение конуса
с полууглом раствора β плоскостью z′ = const; ϕ — угол между осью r и положительным
направлением оси r′; (r′, z′) и (r′C , z

′
C) — координаты точки приложения силы и центра

масс в подвижной СК (см. рис. 1); pr′ = pr′(ϕ, z
′) и pz′ = pz′(ϕ, z

′) — функции, определяю-
щие радиальные и осевые компоненты вектора напряжений в элементе тела, образованном
поверхностями ϕ = const, z′ = const.

Величины r(z′), ϕ2 и z2 в (3) определяются по формулам [9]

r(z′) = (H + z′) tg β, ϕ2 = arccos
z′ − z0
r(z′)

ctg θ, z2 =
z0 +H tg β tg θ

1− tg β tg θ
,

где z0 — координата точки пересечения поверхности среды с осью z′; θ — угол наклона оси

вращения тела вблизи поверхности грунта. Данные формулы применимы при z′ < 0, т. е.
до момента полного погружения миделева сечения тела в среду, при z′ > 0 предполагается
ϕ2 = 2π, z2 = 0.

В дополнение к подвижной СК вводится локальная СК, связанная с боковой поверх-
ностью проникающего тела и образованная вектором внешней нормали n и касательным

вектором τ (см. рис. 1). Компоненты вектора скорости в локальной СК определяются по
формулам преобразования компонент вектора скорости v = vC +ω×(r−rC) при повороте
подвижной СК O′r′z′ на угол −β:[

vn

vτ

]
= B(−β)

[
(vCr′ − ω(z′ − z′C)) cosϕ
vCz′ + ω(r′ − r′C) cosϕ

]
, B(β) =

[
cos β sin β
− sin β cos β

]
. (4)
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Здесь vn, vτ — нормальная и касательная компоненты вектора скорости внедрения в сече-
нии конуса плоскостью ϕ = const, проходящей через ось вращения.

Выражения для радиальных и осевых контактных напряжений в формуле (3) при
заданном угле ϕ записываются в виде[

pr′

pz′

]
= B(β)

[
σn cosϕ
στ

]
, (5)

где σn, στ — нормальные и касательные напряжения в элементе тела.
Таким образом, движение тела определяется решением задачи Коши для системы

обыкновенных дифференциальных уравнений (2) относительно величин vCr′ , vCz′ , ω, ψ
при следующих начальных условиях (t = 0):

vCr′ = 0, vCz′ = −V0, ω = 0, ψ = 0. (6)

2. Определение параметров контакта. Проведем анализ двух методов опреде-
ления контактных напряжений: на основе МЛВ и на основе гипотезы плоских сечений.
В соответствии с МЛВ предполагается, что нормальное напряжение σn в (5) может быть
представлено в виде квадратичной зависимости от скорости, а касательное напряжение
στ определяется законом Кулона:

σn/ρ0 = −H(vn)(Av2
n +Bvn + C), στ = − sgn vτkf |σn|. (7)

Здесь H — функция Хевисайда; A, B, C — постоянные коэффициенты, зависящие от
физико-механических свойств среды, скорости ударника и других параметров; ρ0 — на-
чальная плотность среды; kf — коэффициент трения. Если vn < 0, то σn = 0, что соответ-
ствует отрыву среды от конического тела. Коэффициенты A, B, C, входящие в МЛВ (7),
рассчитываются методом наименьших квадратов в заданном диапазоне значений скорости

расширения сферической полости [33–37, 41].
Начиная с момента полного погружения тела и в случае его безотрывного обтекания

потоком среды интегралы (3) для модели (7) вычисляются аналитически. Выражения для
компонент вектора силы сопротивления в проекциях на оси подвижной СК и момента сил,
входящих в (2), записываются следующим образом [38]:

Fr′/S0 = vCr′f
0
r′ + ωfω

r′ , Fz′/S0 = f0
z′ + ωfω

z′ , K/S0 = vCr′k
0 + ωkω,

f0
r′ = cos2 βγ1, fω

r′ = (H/3−H sin2 β + zC cos2 β)γ1,

f0
z′ = C −BvCz′ sin β + Av2

Cz′ sin
2 β + (1/2)Av2

Cr′ cos2 β, (8)

fω
z′ = A(γ2H

2ω/2 + (1/3− sin2 β)(ωzC + vr′)H + cos2 β(ωzC/2 + vCr′)zC),

k0 = (−2H/3 + (zC +H) cos2 β)γ1, kω = (γ2H
2 − 4zCH/3 + 2zCH cos2 β + z2

C cos2 β)γ1.

Здесь γ1 = AvCz′ − (1/2)B/ sin β; γ2 = (1/2) sin2 β tg2 β − (1/3) sin2 β + (1/6) cos2 β; S0 =
πR2 — площадь основания тела.

Другой подход к решению неосесимметричной задачи о проникании тела в грунт под

углом к поверхности основан на гипотезе плоских сечений. В соответствии с известным ал-
горитмом [25] совместно решается ряд осесимметричных задач, в постановке которых в ци-
линдрической системе координат O′r′z′ используются сечения ударника и полупростран-
ства грунтовой среды плоскостями z′O′ϕ (см. рис. 1). В каждом сечении ϕi, i = 0, 1, . . . , N
свободная поверхность наклонена под углом tg θi = tg θ cosϕi, количество этих сечений
определяется углом наклона вектора скорости тела к свободной поверхности среды и тре-
буемой точностью решения задачи.
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Компоненты главного вектора сил определяются суммированием сил по сечениям:

Fr′ =
1

2N

(
F 0

r + 2
N−1∑
i=1

F i
r cosϕi − FN

r

)
, Fz′ =

1

2N

(
F 0

z + 2
N−1∑
i=1

F i
z + FN

z

)
(9)

(F i
r , F

i
z , i = 0, 1, . . . , N — компоненты сил сопротивления внедрению ударника в грунт,

полученные из решения N + 1 осесимметричной задачи).
На каждом временном шаге компоненты главного вектора сил и вектора скорости тела

рассчитываются независимо (при ω = 0 в формулах (2), (4)), что оправданно в условиях
значительного преобладания осевой компоненты вектора скорости над боковой составля-
ющей, возникающей при несимметричном проникании, например на начальной стадии
удара [27].

Для проведения корректного сравнения приближенных методов расчета процессов на-
клонного проникания в грунт, так же как в [27, 38, 39], принимается упрощенная модель
линейно сжимаемой упругопластической средыМизеса—Шлейхера. В этой модели не учи-
тываются такие особенности динамического деформирования грунтовых сред при удар-
ном воздействии, как необратимая объемная разгрузка, нелинейная сдвиговая деформация
и др. Следует отметить, что в такой постановке результаты осесимметричных расчетов
процессов удара по нормали к поверхности и проникания с использованием гипотез ло-
кальности и (или) плоских сечений [25] оказываются близкими. Таким образом, различия,
наблюдаемые при описании процесса проникания под углом к поверхности, не вызваны
погрешностями, возникающими при учете свойств среды в рассматриваемых подходах.

На начальном этапе система уравнений (2)–(7) плоскопараллельного инерционного
движения твердого тела решается методом Эйлера первого порядка, на стадии глубокого
проникания (8) — методом Рунге — Кутты четвертого порядка [38, 39]. Расчеты осе-
симметричных задач (9) проводятся на основе схемы Годунова первого порядка точности
[42, 43] с помощью пакета прикладных программ “Динамика-2” [44], ранее использованно-
го при расчете параметров процессов проникания жестких и деформируемых ударников в

мягкие грунтовые среды [13, 14, 34–37].
3. Результаты численных расчетов. Для верификации изложенных методик за-

дача о проникании конического ударника в упругопластическую среду была решена так-
же с помощью пакета программ LS-DYNA. Трехмерная постановка задачи и фрагменты
расчетных областей приведены в работах [38, 39]. Расчеты проводятся с использованием
линейной зависимости предела текучести от давления σт = Y + κp при следующих значе-
ниях параметров модели: начальная плотность ρ0 = 2000 кг/м3, модуль объемного сжатия
K = 320 МПа, коэффициент Y = 0,5 МПа, коэффициент κ = 1, начальная скорость удара
V0 = 150 м/с, коэффициент трения kf = 0. Значения коэффициентов A, B, C трехчлен-
ной МЛВ (7) определяются на основе решения задачи о расширении сферической полости.
При изменении скорости vn в диапазоне 30 ÷ 100 м/с эти коэффициенты равны: A = 1,2,
B = 0,95V0, C = 0,034V 2

0 [39].
Задача о проникании (V0 = 150 м/с) конического ударника массой M = 40 г с по-

лууглом раствора β = π/6 по нормали к поверхности среды является тестовой. Радиус
основания конуса R = 0,01 м, высота H = R/ tg β, координаты центра масс rC = 0,
zC = −H/4, момент инерции JC = (3/80)M(4R2 +H2).

Проведено сравнение осевых компонент главного вектора силы сопротивления внедре-
нию конического ударника в неподвижной СК Orz (рис. 2). Сила сопротивления, получен-
ная в трехмерных расчетах, имеет осциллирующий характер. Осцилляции наблюдаются
в пределах, указанных вертикальными отрезками (на рис. 2 и далее точками показаны
средние значения компонент вектора силы). Хорошее согласие результатов, приведенных
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Рис. 2. Зависимость осевой компоненты вектора силы сопротивления от време-
ни при ударе по нормали:
точки — результаты расчетов по трехмерной модели, сплошная линия — результаты

расчетов в осесимметричной постановке, штриховая линия — результаты расчетов с

использованием МЛВ

на рис. 2, свидетельствует о корректном выборе количества элементов расчетной сетки в
трехмерных и осесимметричных расчетах, а также параметров квадратичной МЛВ (7).

Также рассмотрена задача о проникании по инерции конуса массой M = 40 г с по-
лууглом раствора β = π/6 под углом к свободной поверхности грунта θ = π/3. В на-
чальный момент времени отлична от нуля только осевая компонента вектора скорости:
Vz = −V0 = −150 м/с.

На рис. 3,а приведены зависимости от времени компонент главного вектора силы со-
противления внедрению конического ударника в неподвижной СК Orz. Видно, что ре-
зультаты расчетов по трехмерной модели, модели [25] и МЛВ (7) качественно хорошо
согласуются, а для осевой компоненты силы имеет место и количественное соответствие
результатов расчетов. На начальной стадии внедрения изменение радиальной компонен-
ты наиболее точно описывается моделью [25] с использованием гипотезы плоских сечений.
На стадии глубокого проникания к результатам расчетов по трехмерной модели наиболее

близки результаты расчетов по МЛВ (7). Максимум радиальной компоненты силы (по
абсолютной величине) достигается раньше, чем максимум осевой компоненты, что каче-
ственно соответствует результатам расчетов по указанным моделям.

В рассматриваемом интервале времени угловая скорость вращения имеет два локаль-
ных экстремума (рис. 3,б). При этом первый экстремум (минимум) совпадает по времени
с экстремумом радиальной компоненты вектора силы, а второй экстремум (максимум) —
с максимумом осевой компоненты. Результаты расчетов по обеим моделям близки к ре-
зультатам расчетов по трехмерной модели лишь на начальной стадии проникания. На
стадии глубокого проникания после полного погружения головной части конуса в грунт

погрешность значительно возрастает.

4. Модификации моделей. Для более достоверного определения угловой скорости
вращения конического ударника модель (7) модифицируется. В предположении, что нор-
мальное напряжение зависит от скорости вдоль боковой поверхности тела вращения, сила
сопротивления (3) движению с постоянной скоростью V0 кругового конуса с полууглом
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Рис. 3. Зависимости компонент главного вектора силы сопротивления внед-
рению (а) и угловой скорости (б) конуса от времени при ударе под углом к
свободной поверхности грунта:
1 — осевая компонента Fz, 2 — радиальная компонента Fr; точки — результаты рас-
четов по трехмерной модели, сплошные линии — результаты расчетов по модели [25],
штриховые — результаты расчетов по МЛВ (7)

раствора β при ω = 0 равна

Fz = 2π tg2 β

0∫
−H

σn(H + z) dz = σ0S0. (10)

Здесь σ0 = ρ0(AV
2
0 sin2 β + BV0 sin β + C) = const — нормальное напряжение, постоян-

ное вдоль боковой поверхности конуса, определяемое только скоростью его движения и

коэффициентами A, B, C.
Однако то же значение осевой силы сопротивления получается при других распреде-

лениях напряжения вдоль контактной поверхности, например при квадратичном распре-
делении:

Fz = 2π tg2 β

0∫
−H

σ̂n(H + z) dz = σ0S0, σ̂n =
(
1 + δ − 2δ

(
1 +

z

H

)2)
σn. (11)

Таким образом, δ является дополнительным параметром, влияющим на угловую ско-
рость вращения.

В работе [37] показано, что при δ ≈ 0,5 распределение напряжений вдоль боковой
поверхности заостренного конуса близко к распределению (11). Также отмечается, что
при расчете по МЛВ (7) максимумы силы сопротивления при ударе по нормали хорошо
согласуются с результатами расчета по трехмерной модели, в то время как контактные
напряжения описываются лишь в среднем.

В модифицированной модели [25] с использованием метода малых возмущений анало-
гично [17] учитывается влияние угловой скорости на контактные давления (5) и скоро-
сти (2), (4), а также на компоненты вектора силы (3).

На рис. 4 приведены зависимости угловой скорости вращения конуса от времени при
ударе под углом к поверхности грунта, полученные с использованием модифицированной
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Рис. 4. Зависимость угловой скорости вращения конуса от времени при ударе
под углом к поверхности грунта:
точки — результаты расчетов по трехмерной модели, сплошная линия — результа-
ты расчетов по модифицированной модели [25], штриховая — результаты расчетов по

МЛВ (7), (11)

Рис. 5. Зависимости компонент главного вектора силы сопротивления внедре-
нию конуса (β = π/3) от времени при ударе под углом к поверхности грунта:
1 — осевая компонента Fz, 2 — радиальная компонента Fr; точки — результаты рас-
четов по трехмерной модели, штриховые линии — результаты расчетов по МЛВ (7),
сплошные — результаты расчетов по модели [25], штрихпунктирные — результаты

расчетов по модифицированной модели [25] при ω 6= 0

модели [25] и модели (7), (11) при δ = 0,5, а также в результате расчетов по трехмерной
модели. Из рис. 4 следует, что наилучшее соответствие решений имеет место на стадии
глубокого проникания.

В работах [34–37] показано, что с увеличением угла раствора конуса погрешность
расчета силы сопротивления внедрению по нормали с использованием МЛВ увеличивает-
ся. Эта закономерность наблюдается и при проникании под углом к поверхности грунта
[38, 39].

На рис. 5 представлены зависимости от времени компонент главного вектора силы

сопротивления внедрению конического ударника с полууглом раствора β под углом к сво-
бодной поверхности грунта θ = β = π/3 в СК Orz. Следует отметить, что МЛВ (7) ка-
чественно описывает поведение сил сопротивления, однако при проникании данного удар-
ника по нормали значения осевых компонент существенно различаются [38]. Кроме того,
для затупленных конусов характер распределения напряжений изменяется (см. [1, 16]).

На рис. 6 приведены зависимости угловой скорости и угла поворота конического удар-
ника от времени, полученные в расчетах по трехмерной модели, а также с помощью
МЛВ (7), модели [25] и ее модификации при ω 6= 0. Метод малых возмущений [17], ис-
пользуемый в модифицированной модели [25] для учета влияния угловой скорости на кон-
тактные напряжения, в данном случае неприменим.

Заключение. Таким образом, начальная стадия внедрения как затупленных [27], так
и заостренных конических ударников в случае, когда движение происходит в основном
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Рис. 6. Зависимости угловой скорости (а) и угла поворота (б) конуса (β = π/3) от
времени при ударе под углом к поверхности грунта (обозначения те же, что на рис. 5)

в осевом направлении, а значения угловой скорости достаточно малы (в данной работе
|ωR/Vz| < 0,1), более точно описывается модифицированной моделью [25], позволяющей
удовлетворительно оценить силы сопротивления и отклонения траекторий тел от перво-
начального направления движения. Полученные данные можно использовать в качестве
начальных условий при расчете конечных глубин проникания на основе МЛВ (7), (8). При
больших значениях угловой скорости модель [25] неприменима, а результаты расчетов по
МЛВ лишь качественно согласуются с результатами расчетов по трехмерной модели. Во
всех случаях необходимо учитывать распределение напряжений вдоль образующей тела.
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