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Получены дисперсионные соотношения для связанной задачи термоупругости, содержа-
щей уравнение теплопроводности гиперболического типа, проведен их асимптотический
анализ. Построены графики зависимостей волнового числа и характеристики скорости
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Введение. При решении большинства задач о переносе тепла достаточно точные
результаты получены с помощью уравнения теплопроводности, основанного на законе Фу-
рье:

h = −λ∇T, (1)

где h — вектор теплового потока; λ — теплопроводность; ∇ — оператор Гамильтона;
T — температура. С использованием выражения (1) получается классическое уравнение
переноса тепла параболического типа

cvρṪ = λ ∆T,

где cv — удельная теплоемкость при постоянном объеме; ρ — плотность материала; точка
обозначает производную по времени; ∆ — оператор Лапласа.

Данному уравнению свойственны некоторые парадоксы [1]: бесконечная скорость рас-
пространения тепла, бесконечный поток тепла в начальный момент времени и бесконечная
скорость распространения максимальной завихренности в связанной задаче термогидро-
динамики о диффузии вихря на основе уравнений Навье — Стокса [2].

Для получения достоверных результатов в задачах о нагревании металлов короткими

лазерными импульсами [3], о движении источников тепла с высокими скоростями [4] и о
быстром движении границ фазового перехода [5] вместо закона (1) используется гипербо-
лическое уравнение теплопереноса (модель Максвелла — Каттанео)

τhT̈ + Ṫ − λ ∆T = 0,

где τh — время релаксации теплового потока. Для описания переноса тепла также при-
меняются нелинейная модель теплопроводности параболического типа со степенной зави-
симостью теплопроводности от температуры, обобщенная модель Максвелла — Каттанео

с учетом теплового потока и двухтемпературные модели (см. [6]).
Модель теплопереноса Максвелла — Каттанео создана на основе обобщенного закона

Фурье

τhḣ + h = −λ∇T.
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Эмпирическая константа τh характеризует скорость распространения тепловых возмуще-
ний в среде и указывает на то, что при появлении или исчезновении градиента темпера-
туры ∇T тепловой поток исчезает и возникает не мгновенно. Согласно представлениям
молекулярно-кинетической теории релаксация теплового потока зависит от среднего рас-
стояния и среднего времени пробега частиц между двумя их последовательными столк-
новениями и изменяется в интервале от 10−14 до 10−9 с для различных материалов в

зависимости от их структуры и агрегатного состояния.
В случае если в уравнениях связанной задачи термоупругости учитывается пара-

метр τh, получается модель для термоупругой среды с учетом релаксации теплового по-
тока [7]. В других моделях для сред скорость распространения термоупругих возмущений
конечна [8, 9] (свойства материала зависят от температуры).

1. Основные уравнения связанной задачи термоупругости. Уравнение движе-
ния в локальной форме имеет вид

∇ · τ + ρf = ρü, (2)

где τ — тензор напряжений; f — вектор массовой плотности внешних сил; u — вектор

перемещений. Определяющее уравнение, учитывающее температурные эффекты, записы-
вается следующим образом:

τ = (K − (2/3)G)εE + 2Ge− αKTE. (3)

Здесь K — изотермический модуль объемного сжатия; G — модуль сдвига; ε — след

тензора деформаций; E — единичный тензор; α — температурный коэффициент объемного

расширения; T — температура; e — тензор деформаций. Геометрические соотношения
имеют вид

ε = (∇u +∇uт)/2, ε = tr e = ∇ · u. (4)

С учетом (3), (4) уравнение движения (2) можно представить в форме

G∆u + (K + G/3)∇e− αK∇T = ρü. (5)

Классическое уравнение теплопроводности в связанной задаче термоупругости имеет вид

∆T − ρcv

λ
Ṫ =

αKT ∗

λ
ε̇, (6)

где T ∗ — температура, при которой проводились измерения констант. Таким образом,
уравнения (5), (6) представляют собой классическую формулировку связанной задачи тер-
моупругости [10].

Уравнение теплопроводности с учетом релаксации теплового потока в связанной за-
даче термоупругости записано в виде

∆T − ρcv
λ

[Ṫ + τhT̈ ] =
αKT ∗

λ
[ε̇ + τhε̈]. (7)

Таким образом, уравнения (5), (7) являются уравнениями связанной задачи термоупруго-
сти, содержащими уравнение теплопроводности гиперболического типа.

Поскольку сдвиговые колебания не зависят от температуры [10], далее исследуются
только объемные колебания термоупругой среды. Вычислив дивергенцию уравнения (5),
получаем уравнение динамики для объемных деформаций

(K + (4/3)G)∆ε− αK∆T = ρε̈. (8)

Итак, формулировка задачи об объемных термоупругих колебаниях в классической
постановке дается уравнениями (6), (8), а с учетом конечного времени релаксации тепло-
вого потока — уравнениями (7), (8).
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2. Анализ дисперсионных соотношений. Рассмотрим задачу о распространении
термоупругих волн в направлении координаты s. Преобразуем систему (7), (8) в одно
дифференциальное уравнение:

∂4ε

∂s4
− (A1 + A2)

∂2

∂t2
∂2ε

∂s2
− A3

∂

∂t

∂2ε

∂s2
+ A1A3(1− A4)

∂3ε

∂t3
+ A1A2(1− A4)

∂4ε

∂t4
= 0. (9)

Введем обозначения

A1 =
ρ

K + 4G/3
, A3 =

1

λ

(
ρcv +

α2KT ∗

1 + 4GK−1/3

)
,

A2 = τhA3, A4 =
1

1 + ρcv(1 + 4GK−1/3)/(α2KT ∗)
.

(10)

Все величины в (10) строго положительны. Параметр A4 изменяется в интервале от 0
до 1. Для твердых тел и жидкостей A4 � 1, для газов A4 > 1/2. Параметр A1 харак-

теризует скорость распространения акустических волн в среде (ca = 1/
√

A1(1− A4) ),
параметр A2 — скорость распространения тепловых волн (Cr = 1/

√
A2 ).

Формулировка классической связанной задачи термоупругости получается из (9) при
A2 = 0, т. е. при равенстве нулю времени релаксации теплового потока:

∂4ε

∂s4
− A1

∂2

∂t2
∂2ε

∂s2
− A3

∂

∂t

∂2ε

∂s2
+ A1A3(1− A4)

∂3ε

∂t3
= 0. (11)

Различием уравнений (9) и (11) является то, что уравнение (9) содержит производную по
времени четвертого порядка.

Для получения дисперсионных соотношений будем искать решение уравнения (9) в
виде экспоненты, затухающей по координате:

ε(s, t) = ε0 e(−γ+iδ)s e−iωt (12)

(γ — характеристика скорости затухания колебаний; δ — волновое число; ω — частота).
Подставим выражение (12) в (9). Выделив из полученного уравнения вещественную и

мнимую части, находим следующие дисперсионные соотношения:

γ4 − 6γ2δ2 + δ4 + 2A3γδω + (A1 + A2)(γ
2 − δ2)ω2 − A1A2(−1 + A4)ω

4 = 0,

−4γ3δ + 4γδ3 + A3γ
2ω − 2(A1 + A2)γδω2 − A3ω(δ2 + A1(−1 + A4)ω

2) = 0.

Проведя замену переменных

x =
−δ2 + γ2

A1ω2
, y =

δγ

A1ω2
,

получаем выражения для зависимостей от параметра x частоты колебаний ω:

ω(x) =
A3

A1

1− A4 + x

(1 + A + 2x)2y
, A =

A2

A1
, (13)

характеристики скорости затухания колебаний γ:

γ(x) =
yω
√

2A1√
−x +

√
x2 + 4y2

(14)

и волнового числа δ:

δ(x) =
ω√
2

√
A1(−x +

√
x2 + 4y2 ). (15)
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Вспомогательный параметр y в уравнениях (13)–(15) выражается через x по формуле

y(x) =
1

2

√
(1− A4 + x)(AA4 − (x + 1)(x + A))

A + A4 + x
. (16)

Правые части выражений (13)–(15) линейно зависят от параметра A3, следователь-
но, изменение этого параметра обусловливает только изменение масштаба графиков по
осям. В случае если A2 стремится к нулю, можно получить аналогичные выражения для
классической задачи термоупругости.

2.1. Области определения дисперсионных зависимостей. Для построения графиков
дисперсионных соотношений (13)–(15) необходимо найти значения параметра x, при кото-
рых исследуемые функции являются вещественными и положительными. Для этого най-
дем область определения функции (16). У данной функции имеется три корня

x1 = (−1− A +
√

1− 2A + A2 + 4AA4 )/2; (17)

x2 = (−1− A−
√

1− 2A + A2 + 4AA4 )/2; (18)

x3 = −1 + A4 (19)

и одна вертикальная асимптота

x4 = −A− A4. (20)

Нетрудно показать, что x2 < x3 < x1 и x2 < x4 < x1 при любых допустимых значениях

констант (10). При этом возможны два варианта расположения корней x3 и x4: 1) если
A < 1 − 2A4, то x3 < x4 (первый вариант); 2) если A > 1 − 2A4, то x4 < x3 (второй
вариант).

В классической теории термоупругости, т. е. в случае A = 0, условия порядка следо-
вания корней x3 и x4 имеют вид A4 < 1/2 и A4 > 1/2 соответственно.

Подкоренное выражение в (16) принимает положительные значения на двух проме-
жутках, один из которых содержит точку x1, а другой — точку x2. Эти промежутки
соответствуют разным ветвям кривых дисперсионных зависимостей.

2.2. Углы наклона касательных к дисперсионным кривым в начале координат. Ана-
лиз углов наклона касательных к дисперсионным кривым в начале координат позволяет

отличить акустические ветви от тепловых. Данные углы наклона определяются на основе
вычисления предельного значения производных функции δ(ω), в случае когда ее аргумент
стремится к нулю. При этом параметр x стремится к одному из значений (17)–(20), а имен-
но к тому значению, при котором функции ω(x) и δ(x) обращаются в нуль. Известно, что
акустическая ветвь δ(ω) выходит из начала координат под углом, тангенс которого равен

величине, обратной скорости распространения звука в среде
√

A1(1− A4), что является
ее отличительным признаком. Проведенный анализ показал следующее.

В первом варианте (A < 1 − 2A4) промежуток (x2, x3) соответствует акустическим
ветвям, а промежуток (x4, x1) — тепловым ветвям (рис. 1, 2); во втором варианте (A >
1 − 2A4) промежуток (x2, x4) соответствует тепловым ветвям, а промежуток (x3, x1) —
акустическим ветвям (рис. 3, 4).

Акустические ветви зависимостей γ(ω) и γ(δ) выходят из начала координат под ну-
левым углом по отношению к оси ω, а тепловые ветви зависимостей δ(ω) и γ(ω) — под

прямым углом по отношению к оси ω. Тепловая ветвь зависимости γ(δ) выходит из начала
координат под углом π/4. Полученные значения углов не зависят от параметра A, поэтому
они одинаковы для гиперболической и классической теорий термоупругости.

2.3. Горизонтальные асимптоты. Графики зависимостей γ(ω) и γ(δ) имеют горизон-
тальные асимптоты, определяемые c помощью вычисления предела функций γ(ω) и γ(δ)
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Рис. 1. Качественная зависимость характеристики скорости затухания γ от

частоты ω для первого варианта расположения корней:
1 — тепловая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости; 2 — теп-
ловая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 3 — акусти-
ческая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 4 — акусти-
ческая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости
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Рис. 2. Качественная зависимость волнового числа δ от частоты ω для первого
варианта расположения корней:
1 — акустическая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости;
2 — акустическая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости; 3 —
тепловая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 4 — теп-
ловая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости

при стремлении параметра x к значениям (17)–(20), при которых функции ω(x) и δ(x) об-
ращаются в бесконечность. Горизонтальные асимптоты определяются значениями γ = γ1

и γ = γ2:

γ1 =
A3(a− b)

2a
√

2(A1 + A2 − a)
, γ2 =

A3(a + b)

2a
√

2(A1 + A2 + a)
. (21)

Выражения для констант a, b имеют вид

a =
√

(A1 − A2)2 + 4A1A2A4, b = A2 + A1(2A4 − 1).

Значения γ1, γ2 могут соответствовать тепловым или акустическим асимптотам в

зависимости от того, какому интервалу — тепловому или акустическому — принадлежат

точки x1, x2, т. е. в зависимости от соотношения параметров.
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Рис. 3. Качественная зависимость характеристики скорости затухания γ от

частоты ω для второго варианта расположения корней:
1 — акустическая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости; 2 —
тепловая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости; 3 — акустичес-
кая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 4 — тепловая

ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости
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Рис. 4. Качественная зависимость волнового числа δ от частоты ω для второго
варианта расположения корней:
1 — тепловая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 2 —
тепловая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости; 3 — акустичес-
кая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 4 — акустичес-
кая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости

В первом варианте прямая γ = γ1 — асимптота тепловых ветвей, прямая γ = γ2 —
асимптота акустических ветвей, во втором варианте прямая γ = γ1 — асимптота акусти-
ческих ветвей, прямая γ = γ2 — асимптота тепловых ветвей.

В классической теории термоупругости возможна только одна асимптота

γ = γ2 =
A3A4

2
√

A1
,

полученная из выражения (21) при A2 = 0 и соответствующая тепловой ветви при A4 > 1/2
и акустической при A4 < 1/2.

При выполнении условия A = 1 − A4, означающего равенство скоростей распростра-
нения тепловых и акустических колебаний в среде, горизонтальные асимптоты совпадают
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Рис. 5. Зависимость характеристики скорости затухания γ от частоты ω для

меди:
1, 2 — тепловые ветви, соответствующие гиперболической теории термоупругости (1 —
расчет по формуле (26), 2 — расчет по формуле (25)); 3, 4 — акустические ветви, со-
ответствующие гиперболической теории термоупругости (3 — расчет по формуле (25),
4 — расчет по формуле (26)); 5 — ветви, соответствующие классической теории тер-
моупругости для меди (A < 1− 2A4)

(кривые 2, 3 на рис. 5) и принимают значения

γ1 = γ2 =
A3(A1A4 + c)

2c
√

2c− 2A1(A4 − 2)
, c = A1

√
A4(4− 3A4). (22)

Если A < 1 − A4 (A > 1 − A4), то γ1 > γ2 (γ1 < γ2) при любых параметрах (10). Для
того чтобы определить относительное расположение асимптот гиперболической термо-
упругости, рассмотрим эти условия совместно с условиями двух вариантов расположения
корней x3 и x4.

В первом варианте условие A < 1 − A4 выполняется автоматически, следовательно,
тепловая асимптота γ1 расположена выше акустической асимптоты γ2 (см. рис. 1).

Во втором варианте допускается условие A < 1−A4, при котором тепловая асимпто-
та γ2 находится выше акустической асимптоты γ1. Однако может выполняться и условие
A > 1 − A4, при котором тепловая асимптота γ2 расположена ниже акустической асимп-
тоты γ1 (см. рис. 3). Отметим, что когда тепловая асимптота находится ниже акустичес-
кой, ветви акустических и тепловых дисперсионных кривых пересекаются. В классичес-
кой теории термоупругости акустические и тепловые ветви пересекаются при A4 > 1/2
(см. рис. 3).

Поскольку в классической теории термоупругости имеется только одна асимптота, в
первом варианте наблюдается существенное расхождение классических и гиперболических

тепловых ветвей (см. рис. 1), а во втором варианте — классических и гиперболических

акустических ветвей (см. рис. 3).
Отметим, что при определенных соотношениях параметров в гиперболической теории

термоупругости, в отличие от классической теории термоупругости, на тепловых и акус-
тических ветвях зависимостей γ(ω) и γ(δ) появляются локальные максимумы (см. рис. 1,
3, 5).

2.4. Наклонные асимптоты. На графике зависимости δ(ω) имеются только наклонные
асимптоты, выходящие из начала координат, тангенсы углов наклона которых определя-
ются с помощью вычисления предела отношения функций δ(x)/ω(x) при стремлении пара-
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метра x к значениям, обращающим δ(x) и ω(x) в бесконечность. Тангенсы углов наклона
асимптот определяются по формулам

tg ϕ1 =
√

(A1 + A2 − a)/2; (23)

tg ϕ2 =
√

(A1 + A2 + a)/2, (24)

где ϕ1 — угол наклона асимптоты акустических ветвей во втором варианте расположения

корней и тепловых ветвей в первом варианте; ϕ2 — угол наклона асимптоты тепловых

ветвей во втором варианте и акустических ветвей в первом варианте. Асимптоты сущест-
вуют при любых значениях параметров (10).

Из формул (23), (24) следует, что наклонные асимптоты никогда не совпадают, при-
чем всегда верно неравенство δ1 < δ2. Следовательно, ветви графиков могут пересекаться
только в первом варианте расположения корней, когда выходящая из начала координат под
нулевым углом акустическая ветвь имеет асимптоту, угол наклона которой ϕ2 превышает

угол наклона асимптоты тепловой ветви ϕ1 (см. рис. 2). Во втором варианте располо-
жения корней тепловая асимптота проходит выше акустической и пересечения ветвей не

наблюдается (см. рис. 4).
При условии равенства скоростей распространения тепловых и акустических колеба-

ний получаем

tg ϕ∗1 =
√

(2A1 − A1A4 − c)/2, tg ϕ∗2 =
√

(2A1 − A1A4 + c)/2,

где величина c определяется с помощью формулы (22). Очевидно, что в отличие от гори-
зонтальных асимптот наклонные асимптоты в случае равенства скоростей распростране-
ния тепловых и акустических колебаний не совпадают.

В классической теории термоупругости возможна только одна асимптота, тангенс уг-
ла наклона которой равен

√
A1. Величина

√
A1 получается из выражения (24) при A2 = 0

и соответствует тепловой ветви при A4 > 1/2 и акустической при A4 < 1/2. Выпол-
няется следующее соотношение для тангенсов углов наклона асимптот классической и

гиперболической теорий термоупругости: tg ϕ2 <
√

A1 < tg ϕ1. Это означает, что асимп-
тота классической теории термоупругости всегда находится между двумя асимптотами

гиперболической теории термоупругости. Отсутствие асимптоты для тепловой ветви и

наличие асимптоты для акустической ветви при A4 < 1/2 (первый вариант расположения
корней в классической теории термоупругости) обеспечивают пересечение акустической и
тепловой ветвей зависимости δ(ω).

Существуют различные мнения о связи между скоростями распространения тепловых

и акустических колебаний. В [11] утверждается, что скорости распространения тепловых
и акустических колебаний совпадают. В обозначениях, принятых в настоящей работе,
данное утверждение соответствует равенству

A = 1− A4. (25)

График зависимости γ(ω) при условии совпадения скоростей тепловых и акустических ко-
лебаний представлен на рис. 5 (кривые 2, 3). В [12] приводится соотношение, в котором
скорость распространения тепловых колебаний в

√
3 раз меньше скорости распростране-

ния акустических колебаний. Это соотношение соответствует равенству

A = (3− A4)/3. (26)

График, построенный с помощью соотношения (26), представлен на рис. 5 (кривые 1, 4).
Случаи (25), (26) соответствуют второму варианту расположения корней A > 1−2A4.

Следует отметить, что графики зависимости волнового числа от частоты, соответствую-
щие соотношениям (25) и (26), практически не различаются.
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Рис. 6. Зависимость волнового числа δ от частоты ω для меди:
1 — тепловая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 2 —
акустическая ветвь, соответствующая гиперболической теории термоупругости; 3 —
акустическая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости; 4 — теп-
ловая ветвь, соответствующая классической теории термоупругости (A < 1− 2A4)

2.5. Область применимости континуальной модели. При значениях волнового чис-
ла δ = 4 · 107 м−1 различие значений величины γ (характеристики скорости затухания
колебаний), полученных с помощью классической и гиперболической теорий термоупру-
гости, составляет приблизительно 40 % для акустических ветвей и 70 % для тепловых

ветвей. Для тепловой ветви такое различие возникает при значении частоты ω = 110 ГГц
(по данным, снятым с классической ветви дисперсионных зависимостей, ω = 370 ГГц),
для акустической ветви — при ω = 190 ГГц (значение ω для классической акустической
ветви практически такое же). Волновое число δ связано с длиной волны λ соотношени-
ем δ = 2π/λ. Следовательно, выбранному значению волнового числа соответствует длина
волны λ ≈ 1,6 · 10−7 м, в то время как, например, постоянная решетки меди на два по-
рядка меньше: d ≈ 3,6 · 10−10 м [13], что свидетельствует о применимости методов меха-
ники сплошных сред для описания процессов распространения термоупругих возмущений

с учетом релаксации теплового потока. Графики дисперсионных соотношений для меди
приведены на рис. 5, 6.

Заключение. В работе получены и исследованы дисперсионные соотношения для свя-
занной задачи термоупругости, а именно зависимость волнового числа от частоты δ(ω),
зависимость характеристики скорости затухания колебаний от частоты γ(ω) и зависи-
мость характеристики скорости затухания колебаний от волнового числа γ(δ). Проведено
сравнение результатов, полученных в рамках гиперболической теории термоупругости
(учитывающей релаксацию теплового потока), с результатами, полученными в рамках
классической теории термоупругости. Найдены выражения для горизонтальных и наклон-
ных асимптот, проведен их анализ: установлены закономерности их расположения в за-
висимости от параметров среды. Рассмотрены случаи пересечения акустической и теп-
ловой ветвей дисперсионных зависимостей. Установлены соотношения параметров среды,
при которых графики, соответствующие гиперболической и классической теориям термо-
упругости, значительно различаются. На примере конкретного материала показано, что
в области частот, в которой значения коэффициента затухания колебаний, полученные с
помощью классической и гиперболической теорий термоупругости, существенно различа-
ются (приблизительно на 40 %), могут быть применены методы континуальной теории.
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