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Рассматривается стержневая система, для которой можно корректно поставить и ре-
шить задачу о трехмерных движениях в физическом пространстве участка упругого
трубопровода, содержащего поток инерционной несжимаемой жидкости. Описывается
не исследовавшееся ранее физическое явление — прецессия оси упругого трубопровода,
вдоль которого протекает инерционная несжимаемая жидкость. С использованием мето-
дов динамики абсолютно твердого тела теоретически установлена возможность возник-
новения в открытой (обменивающейся массой со своим окружением) упругоинерционной
стержневой системе трехмерного динамического процесса.
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Введение. В литературе представлены результаты теоретических исследований ди-
намики деформируемых трубопроводов, полученные, как правило, при изучении двумер-
ных моделей трубопроводных систем [1–4]. Стержневые элементы двумерных моделей та-
ких систем в процессе рассматриваемого движения не покидают какой-либо заданной плос-
кости. Стационарные динамические режимы, соответствующие трехмерному движению в
физическом пространстве стержневых элементов системы, несущей поток инерционной
жидкости, в механике деформируемого твердого тела практически не исследованы.

Актуальность подобных исследований определяется адекватностью моделирования ре-
альных условий работы нефтяных и газовых трубопроводов; также для практики большое
значение имеет описание трехмерной динамики длинных гибких райзеров — устройств,
используемых для доставки полезных ископаемых на поверхность при их добыче со дна

морей и океанов. Востребованность подобного рода подходов очевидна и для теоретиче-
ского анализа работы систем охлаждения ядерных реакторов.

Стержневая модель участка упругого трубопровода, допускающая трех-
мерные движения его составных частей. Прямолинейный участок трубопровода бу-
дем моделировать с помощью упругодеформируемой системы, показанной на рис. 1. Заме-
ны упругодеформируемых стержневых систем с распределенными параметрами на стерж-
невые системы с дискретными параметрами такого типа эффективно используются при

исследовании особенностей колебательных процессов в технических устройствах [5].
Рассмотрим деформируемую стержневую систему, состоящую из двух потокоформи-

рующих полых прямолинейных стержней AB и BD, связанных безынерционным упругим
сферическим шарниром B. Оба стержня будем считать тонкими недеформируемыми, име-
ющими круглое сечение с одинаковой площадью F . Ось потокоформирующего стержня
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Рис. 1. Начальная (а) и деформированная (б) конфигурации открытой стерж-
невой системы, вдоль которой течет поток инерционной жидкости

длиной l1, соединяющего узлы A и B, совпадает с направлением подвижного орта τ1. Кон-
цом A этот стержень опирается на неподвижный сферический шарнир A. В шарнире A
на стержень действуют упругий момент MA и опорная реакция NA. Упругий элемент в
шарнире A с жесткостью µA препятствует отклонению оси потокоформирующего стержня

от направления орта τ0 (см. рис. 1). В шарнире B на стержень AB действуют упругий

момент MB и реакция связи NB. Упругий момент препятствует отклонению оси стерж-
ня AB от направления оси стержня BD.Жесткость упругого элемента в шарнире B равна
µB. Потокоформирующий стержень, соединяющий узлы B и D, имеет длину l2 и концом D
опирается на подвижный сферический шарнир D.Шарнир D, находящийся на переменном
расстоянии l0 от шарнира A, может двигаться вдоль орта τ0 (см. рис. 1). Ось стержня, со-
единяющего узлы B и D, направлена вдоль подвижного орта τ2. В шарнире D на стержень
BD действуют упругий момент MD, препятствующий отклонению оси стержня BD от

направления орта τ0, и опорная реакция ND, такая что τ0 ·ND = 0. Жесткость упругого

элемента в шарнире D равна µD.
Для упругих моментов MA, MB, MD используем инвариантные определяющие соот-

ношения, предполагающие малость отклонений всех стержневых элементов от прямоли-
нейной конфигурации:

MA = −µAτ0 × τ1, MB = µBτ1 × τ2, MD = µDτ2 × τ0.

В связанные стержни насос H подает несжимаемую инерционную жидкость с плот-
ностью ρ. Подача жидкости в систему осуществляется через неподвижный сферический
шарнир A в направлении τ0, совпадающем с направлением прямой, проходящей через
шарниры A и D. Будем полагать, что насос H обеспечивает в узле A постоянный расход
жидкости q. В шарнире D жидкость покидает стержневую систему, вытекая из шарни-
ра D в фиксированном направлении τ0 (см. рис. 1). Площади отверстий в шарнирах, через
которые жидкость попадает в каждый потокоформирующий стержень, будем считать оди-
наковыми и также равными F . Скорость протекания жидкости в узле A через отверстие
в шарнире обозначим через v. Эта скорость связана с расходом жидкости в узле A соот-
ношением q = ρFv. При постоянных площади сечения внутреннего канала в стержнях и
расходе скорость протекания несжимаемой жидкости вдоль стержней не меняется.

Кинематика элементов модели упругого трубопровода.Положение в простран-
стве вектора постоянной длины rAB = l1τ1, совершающего сферическое движение, описы-
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вается композицией двух поворотов вокруг осей фиксированного направления [6]:

rAB = QAB · [l1τ 0
1 ], Q̇AB = Ω1 ×QAB,

QAB = Q0(ψ0τ0) ·Q1(ϕ1e), Q−1
0 = Qт0 , Q−1

1 = Qт1
(1)

(точка вверху означает производную по времени). В уравнениях (1) орт τ 0
1 соответствует

начальному положению стержня, соединяющего узлы A и B. Тензор Q0(ψ0τ0) описывает
вращение вокруг орта τ0:

Q0(ψ0τ0) = τ0 ⊗ τ0 + (E − τ0 ⊗ τ0) cosψ0 + τ0 × E sinψ0, Q−1
0 = Qт0 ,

Q̇0 = Ω0 ×Q0, τ0 ·Q0 = Q0 · τ0 = τ0, Ω0 = Ω0τ0, Ω0 = ψ̇0.
(2)

В (2) E — единичный тензор, свойства которого, как и свойства тензорного произведения
τ0 ⊗ τ0, определены, например, в [6]. Тензор Q1(ϕ1e) описывает вращение вокруг орта
постоянного направления e, ортогонального τ0, и имеет аналогичную структуру:

Q1(ϕ1e) = e⊗ e + (E − e⊗ e) cosϕ1 + e× E sinϕ1, Q−1
1 = Qт1 ,

Q̇1 = ω1 ×Q1, e ·Q1 = Q1 · e = e, τ0 · e = 0, ω1 = ϕ̇1e.
(3)

Поскольку положение оси стержня, соединяющего узлы B и D, однозначно определя-
ется вектором rAB и описанными выше условиями на торцах рассматриваемой стержневой

системы, вектор постоянной длины rBD = l2τ2 удобно описывать следующим образом:

rBD = QBD · [l2τ 0
2 ], Q̇BD = Ω2 ×QBD,

QBD = Q0(ψ0τ0) ·Q2(ϕ2e), Q̇2 = ω2 ×Q2, Q−1
2 = Qт2 .

(4)

Структуры тензора поворота Q2 и вектора соответствующей ему угловой скорости ω2

аналогичны структуре Q1 и структуре ω1 в уравнениях (3). В (4) орт τ 0
2 соответствует

некоторому начальному положению оси стержня, соединяющего узлы B и D.
По теореме об угловой скорости композиции двух поворотов [6] с использованием вы-

текающего из (2) тождества Ω0 ≡ Q0 · Ω0 для угловых скоростей каждого из стержней

рассматриваемой системы получаем

Ω1 = Ω0 +Q0 · ω1 = Q0 · (Ω0 + ω1), Ω2 = Ω0 +Q0 · ω2 = Q0 · (Ω0 + ω2).

Интеграл движения. Закон об изменении полного кинетического момента всей от-
крытой стержневой системы сформулируем в виде

dKΣ
2,A

dt
= −µAτ0 × τ1 + µDτ2 × τ0 + l0τ0 ×ND + kABD

2,A , (5)

где kABD
2,A — скорость изменения момента количества движения относительно узла A во

всей стержневой системе. В силу принятого условия вытекания жидкости из стержневой
системы вдоль орта τ0 через шарнир D kABD

2,A = 0.

Поскольку правая часть уравнения (5) ортогональна фиксированному орту τ0, из этого
уравнения следует существование у рассматриваемой системы интеграла движения

τ0 ·KΣ
2,A = Kτ = const . (6)

Возникает вопрос о том, существует ли в данной системе динамический режим, для кото-
рого справедливы равенства

Ω0 = const, ω1 = 0, ω2 = 0 (7)

(это стационарный режим, который сложно описать с помощью двумерных моделей тру-
бопровода).
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Законы движения открытой системы, состоящей из двух стержней с пото-
ком жидкости. Покажем, что в описанной системе возникновение режима (7), по крайней
мере, не противоречит законам механики. При этом будем полагать, что для открытых
стержней с потоком жидкости, входящих в состав системы (см. рис. 1), справедливы фун-
даментальные законы динамики Эйлера [7], связывающие скорости изменения количества
движения и скорость изменения кинетического момента открытого тела с действующими

на данное тело внешними силами и моментами, а также со скоростями притока в стерж-
невую систему извне количества движения и кинетического момента:

K̇AB
1

∣∣
st

= NA + NB + kAB
1

∣∣
st
,

K̇AB
2,A

∣∣
st

= MA + MB + rAB ×NB + kAB
2,A

∣∣
st
,

K̇BD
1

∣∣
st

= −NB + ND + kBD
1

∣∣
st
,

(8)

K̇BD
2,A

∣∣
st

= −MB + MD − rAB ×NB + rAD ×ND + kBD
2,A

∣∣
st
.

Здесь KAB
1

∣∣
st

— соответствующее стационарному режиму количество движения стерж-

ня с потоком инерционной жидкости, соединяющего узлы A и B; KBD
1

∣∣
st

— количество

движения стержня с потоком инерционной жидкости, соединяющего узлы B и D; KAB
2,A

∣∣
st

,

KBD
2,A

∣∣
st

— вычисленные относительно узла A кинетические моменты стержней с потоком
инерционной жидкости, соединяющих узлы A и B и узлы B и D соответственно. В первое
и третье уравнения (8) входят kAB

1

∣∣
st
и kBD

1

∣∣
st

— скорости притока количества движения

в стержни, соединяющие узлы A и B и узлы B и D; kAB
2,A

∣∣
st

, kBD
2,A

∣∣
st

, входящие во второе

и четвертое уравнения системы (8), — это скорости изменения момента количества дви-
жения относительно узла A в соответствующих стержнях. Данные слагаемые учитывают
обмен массой между стержневой системой и ее окружением, приводящий к возникновению
в системе реактивных воздействий.

Явные выражения для входящих в (8) реактивных слагаемых, соответствующие ре-
жиму движения (7) стержневой системы, имеют вид

kAB
1

∣∣
st

= −q(Ω0 × rAB + vτ1) + qvτ0,

kBD
1

∣∣
st

= q(Ω0 × rAB + vτ1)− qvτ0, (9)

kAB
2,A

∣∣
st

= −qrAB × (Ω0 × rAB), kBD
2,A

∣∣
st

= qrAB × (Ω0 × rAB).

Меры движения сегментов модели. Меры движения, входящие в формулиров-
ку фундаментальных законов, получаются в результате суммирования соответствующих
величин для единицы длины потока инерционной жидкости и единицы длины каждого

из потокоформирующих стержней. Выполнив некоторые преобразования, входящие в (8)
меры движения, необходимые для описания трехмерного вращения элементов системы
с постоянной угловой скоростью Ω0 = Ω0τ0, можно представить в виде

KAB
2,A = (Js,1

A + Jg,1
A ){E − τ1 ⊗ τ1} ·Ω0,

KBD
1 = (ms,2 +mg,2)Ω0 × l1τ1 +

ms,2 +mg,2

2
Ω0 × l2τ2 +ms,2vτ2,

KBD
2,A = ρFvl1l2τ1 × τ2 + (mg,2 +ms,2)l

2
1τ1 × (Ω0 × τ1) + (10)

+
mg,2 +ms,2

2
l2τ2 × (Ω0 × l1τ1) +

mg,2 +ms,2

2
l1τ1 × (Ω0 × l2τ2) +

+ (Jg,2
B + Js,2

B ){E − τ2 ⊗ τ2} ·Ω0,
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Рис. 2. Динамическая конфигурация открытой стержневой системы с потоком инер-
ционной жидкости, соответствующая вращению с угловой скоростью Ω0 = Ω0τ0

где

Js,1
A =

ms,1l
2
1

3
, Jg,1

A =
mg,1l

2
1

3
, Js,2

B =
ms,2l

2
2

3
, Jg,2

B =
mg,2l

2
2

3
,

ms,1, mg,1 — масса потока жидкости внутри стержня, соединяющего узлы A и B, и мас-
са собственно этого потокоформирующего стержня соответственно; ms,2, mg,2 — масса

потока жидкости внутри стержня, соединяющего узлы B и D, и собственно масса этого
стержня.

Условия стационарного вращения. Приняв l1 = l2, из (6), (8)–(10) получаем зави-
симость отклонения системы от первоначально прямолинейной конфигурации, определяе-
мого выражением τ1 ·τ0, от угловой скорости вращения стержневой системы Ω0, скорости
потока v и интеграла движения Kτ :

(τ0 · τ1)
2 = 1− Kτ

JΣΩ0
, τ0 · τ1 =

µA + µD−2qvl1
JΣΩ2

0 − 4µB
, (11)

где

JΣ = mΣl
2
1/3, mΣ = ms,1 +mg,1 +ms,2 +mg,2.

Практический интерес представляют конфигурации, для которых

τ0 · τ1 = 1− θ2/2, θ2 � 1, 2l1 = l0.

Из уравнений (11) следует, что для открытой системы, показанной на рис. 2, законы меха-
ники допускают возможность существования режима (7). Значение θ2, соответствующее
интегралу движения (6), должно удовлетворять уравнению

θ4 +
K2

τ θ
2

2JΣ(µA + 4µB + µD−qvl0)
− K2

τ

JΣ(µA + 4µB + µD−qvl0)
= 0.

Очевидно, что ms,Σ = ρF l0 — общая масса жидкости, находящейся в рассматриваемой
стержневой системе, поэтому qvl0 = ms,Σv

2. Величина θ2 является малой, вещественной и
неотрицательной. Эти условия соблюдаются при выполнении двойного неравенства

−16 6
K2

τ

JΣ(µA + 4µB + µD −ms,Σv2)
� 2. (12)

На практике параметр Kτ может зависеть от условий, в которые помещен участок
трубопровода. В случае если Kτ удовлетворяет условию (12), что не противоречит прин-
ципам механики, для уравнений движения открытой стержневой системы, представленной
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на рис. 2, существует решение, описывающее движение, при котором все элементы стерж-
невой системы вращаются вокруг τ0 с угловой скоростью Ω0 = const. Заметим, что до сих
пор в теоретических исследованиях колебаний труб с потоком жидкости данное обстоя-
тельство не учитывалось.

Заключение. В работе описан режим трехмерного движения открытой стержневой
системы, находящейся под воздействием реактивной нагрузки. В механике упругоинерци-
онных стержневых систем, содержащих поток инерционной жидкости, возможность су-
ществования трехмерных движений имеет значение при выборе адекватных моделей для

теоретического изучения физических процессов в подобного рода трубопроводных систе-
мах. (По сути, эти физические процессы протекают в реальном трехмерном физическом
пространстве.) В настоящее время при теоретическом исследовании динамики трубопро-
водов, как правило, используются двумерные модели и без внимания остается обширный
класс возможных движений трубопроводных систем. В частности, представленные в на-
стоящей работе результаты в принципе не могут быть теоретически описаны с помощью

двумерных моделей. При этом показано, что переход к моделям, совершающим трехмерное
движение в физическом пространстве, делает такие трубопроводные системы доступными
для теоретического анализа с помощью методов динамики твердого тела.
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