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ВВЕДЕНИЕ

Существующие методы расчета двухфазных дисперсных турбулентных тече-
ний могут быть разделены на две группы. К первой группе относятся работы,

основанные на лагранжевом траекторном описании дисперсной фазы  решении

стохастических уравнений движения и энергии типа Ланжевена вдоль траекторий

отдельных частиц с последующим осреднением решений по ансамблю

начальных данных. С уменьшением размера частиц репрезентативное число

реализаций должно возрастать, т. к. увеличивается вклад взаимодействия частиц

с вихрями все меньших размеров. Лагранжев траекторный подход в сочетании

с методами прямого численного моделирования (Direct Numerical Simulations,
DNS) или крупных вихрей (Large Eddy Simulations, LES) позволяет получать
детальную информацию о взаимодействии частиц с турбулентными вихрями, со

стенками и друг с другом, однако требует очень больших затрат времени при рас-
чете сложных течений, встречающихся в природных или промышленных услови-
ях. Другой метод моделирования основан на эйлеровом континуальном описании

обеих фаз  на так называемых двухжидкостных моделях в рамках механики

взаимопроникающих гетерогенных сред. Существенным преимуществом эйлерова

континуального подхода по сравнению с лагранжевым траекторным моделиро-
ванием является использование балансных уравнений одного типа для обеих
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фаз и соответственно единого алгоритма решения всей системы уравнений. Кроме

того, описание динамики очень мелких частиц не вызывает никаких принципиаль-
ных трудностей, т. к. при стремлении массы частицы к нулю осуществляется

предельный переход к задаче о турбулентной диффузии безынерционной (пас-
сивной) примеси. В целом, лагранжев траекторный и эйлеров континуальный ме-
тоды моделирования дополняют друг друга, каждый из них имеет свои преимуще-
ства и недостатки и, следовательно, свои области приложения. Лагранжев метод

применим для существенно неравновесных течений (крупные инерционные час-
тицы, разреженные дисперсные среды), а эйлеров метод справедлив в условиях,

близких к равновесным (мелкие малоинерционные частицы, концентрированные

дисперсные среды). Эффективность эйлеровых моделей для расчета газодисперс-
ных течений в трубах и струйных потоках, в частности, подтверждается результа-
тами работ [1, 2]. Поскольку дисперсная фаза обладает одновременно свойствами

континуума и дискретных частиц, ситуация с этими двумя подходами несколько

напоминает известный дуализм “волна−частица” в микромире.
Для описания транспорта и дисперсии малоинерционных частиц в двухфаз-

ных турбулентных потоках особенно эффективными оказываются эйлеровы

континуальные модели диффузионного типа. В [3−5] предложена диффузионно-

инерционная модель (ДИМ), сопряженная с моделированием несущего турбулент-
ного потока в рамках рейнольдсова осреднения уравнений Навье−Стокса (Rey-
nolds-Averoged Navier−Stokes, RANS). Модель основана на кинетическом уравне-
нии для функции плотности вероятности (ФПВ) распределения скорости частиц

[6−8], описывает поведение частиц в турбулентном потоке без учета их обратного
влияния на турбулентность и справедлива для двухфазных потоков с частицами,

время динамической релаксации которых не превышает временной интеграль-
ный масштаб турбулентности. Диффузионно-инерционная модель была им-
плантирована в код Сатурн (Code SATURNE) для расчета вентиляции запылен-
ных помещений [9], а также модифицирована в [10] с целью уточнения граничного

условия для концентрации частиц. Модели диффузионного типа предложены так-
же в сочетании с подходами DNS и LES для моделирования турбулентного несу-
щего потока [11−15]. Отличительной особенностью этих моделей является выра-
жение скорости частиц в виде разложения через характеристики несущего потока и

тем самым сведение проблемы моделирования транспорта и дисперсии дисперсной

фазы к решению одного уравнения для концентрации частиц.
В настоящей статье выполнено обобщение ДИМ на двухфазные течения

с относительно высокой массовой концентрацией дисперсной фазы, когда стано-
вится существенным обратное влияние частиц на характеристики несущего турбу-
лентного потока. Кроме того, включены эффекты инерционности и пересечения

траекторий на коэффициент турбулентной диффузии частиц, а также уточнено

граничное условие для уравнения концентрации частиц. ДИМ используется для

расчета переноса и осаждения аэрозольных частиц в прямых и искривленных

трубах.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  ФОРМУЛИРОВКА

Уравнение для концентрации частиц

Рассматриваемая модель вытекает из кинетического уравнения для ФПВ

распределения скорости частиц в турбулентном потоке [16]:
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где t  время, ix   пространственная координата, iv   скорость частицы, pτ  

время динамической релаксации частицы, iF   ускорение действующей на час-

тицу массовой силы (например, силы тяжести), iU   осредненная скорость несу-

щего потока (жидкости), BD   коэффициент броуновской диффузии, i ju u′ ′〈 〉  

турбулентные рейнольдсовы напряжения в жидкости, ( )Lp ij τΨ   автокорреляци-

онная функция пульсаций скорости жидкости на позиции частицы (скорость жидко-
сти, видимая частицей), Lp ijT   тензор лагранжевых интегральных времен пульса-

ций скорости жидкости на позиции частицы. Члены в правой части уравнения (1)

описывают соответственно взаимодействие частиц с турбулентными вихрями и

вклад броуновского движения. Величина p iU  определяет видимую частицей ско-

рость жидкости, которая отличается от собственной скорости жидкости iU  на ве-

личину так называемой скорости дрейфа i pu′〈 〉  [17], обусловленной неоднородным

распределением частиц в пространстве, i j k pu u u′ ′ ′〈 〉  обозначает третий момент

пульсаций скорости жидкости, видимый частицей. Величины ,u ijf  1 ,u ijf  ,u ijg

u ijl  представляют собой коэффициенты, характеризующие вовлечение частиц

в турбулентное движение жидкости.

Путем интегрирования кинетического уравнения (1) по подпространству ско-
ростей может быть получена система континуальных уравнений для осредненных

одноточечных гидродинамических характеристик дисперсной фазы в физическом

пространстве. Отметим, что определение осредненных характеристик дисперсной

фазы путем интегрирования ФПВ в подпространстве скоростей подобно известно-
му в теории однофазных сжимаемых турбулентных течений осреднению Фавра
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с учетом плотности в качестве весовой функции. Полученные таким образом

уравнения сохранения массы, количества движения и турбулентных напряжений

дисперсной фазы имеют вид:
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где Φ, ,iV  i jv v′ ′〈 〉   осредненные объемная концентрация, скорость и турбулент-

ные напряжения дисперсной фазы.

Далее с целью упрощения лагранжев временной макромасштаб турбулентно-
сти предполагается изотропным ,L ij L ijT T δ=  однако будет учитываться различие

во временах взаимодействия частиц с турбулентными вихрями в разных направле-
ниях, обусловленное так называемым эффектом пересечения траекторий вследст-
вие осредненного скоростного скольжения между частицей и турбулентной жид-
костью [18]. В этом случае тензор Lp ijT  выражается как
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Согласно (4), турбулентные напряжения малоинерционных частиц выража-
ются через рейнольдсовы напряжения жидкости и коэффициент броуновской

диффузии при помощи локально-равновесного соотношения
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Для малоинерционных частиц, время релаксации которых меньше временно-
го интегрального масштаба турбулентности, из уравнения (3) с учетом (5) получает-
ся с точностью до члена первого порядка разложения в ряд по малому параметру pτ
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где Tp ijD   тензор турбулентной диффузии частиц.



557

Подстановка (6) в (2) приводит к уравнению для концентрации дисперсной

фазы
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Таким образом, задача распространения малоинерционных частиц сводится

к решению уравнения для концентрации и не требует решения уравнений для их

скорости, что существенно уменьшает вычислительную трудоемкость. В предель-
ном случае безынерционных частиц ( 0pτ → ) при постоянном коэффициенте

броуновской диффузии уравнение (7) переходит в обычное уравнение диффузии

для пассивной примеси
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где T ijD   тензор турбулентной диффузии безынерционной примеси. По сравне-

нию с (8) уравнение (7) позволяет учесть ряд инерционных механизмов переноса

мелкодисперсной примеси: 1) действие массовых сил, 2) транспорт частиц вслед-
ствие отклонения траекторий частиц от линий тока жидкости при их искривлении

и из-за нестационарности потока, 3) турбулентную миграцию частиц из области

с высокой степенью турбулентности в область с низким уровнем пульсаций скоро-
сти (турбофорез) и 4) влияние эффектов инерционности и пересечения траекторий

на коэффициент турбулентной диффузии частиц.

Для вычисления коэффициентов вовлечения частиц в турбулентное движение

жидкости используется двухмасштабная биэкспоненциальная автокорреляционная

функция [19]:
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В (9) учитывается влияние инерционности частиц только на интегральные

временные масштабы ,LpT ς
 а дифференциальный масштаб принимается равным

тейлорову временному масштабу .Tτ  Тейлоров микромасштаб Tτ  предполагается

изотропным и вычисляется на основе соотношений [16]:
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где 2i ik u u′ ′≡ 〈 〉   турбулентная энергия жидкости, ε  скорость диссипации

турбулентной энергии. Правомочность использования изотропных соотношений
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для определения Tτ  подтверждается данными DNS для турбулентного течения

в канале [20], свидетельствующими, что амплитуда флуктуаций ускорения 0a

является практически изотропной.

В соответствии с (9) коэффициенты вовлечения определяются соотношениями:
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Интегральные временные масштабы взаимодействия частиц с турбулентны-
ми вихрями определяются на основе модели [21]:
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где ET   эйлеров временной интегральный масштаб турбулентности, L  про-

странственный интегральный масштаб турбулентности.

Лагранжев интегральный временной масштаб принимается равным

,L
k

T α
ε

=   const.α =

Время динамической релаксации небольшой аэрозольной частицы определя-
ется соотношением

( ) 10.6873
0 1 21 Kn exp 1 0,15Re ,

Knp p p
A

A Aτ τ
−    = + + − +       

2

0 ,
18

p p
p

f f

dρ
τ

ρ ν
=      (10)

где 0pτ   стоксово время релаксации частицы, pd   диаметр частицы, pd  

плотность материала частиц, fρ   плотность жидкости, fν   коэффициент

кинематической вязкости жидкости, Kn 2 pl d≡   число Кнудсена, 2 f tl uν≡  

длина свободного пробега молекул в жидкости, 1/2(8 / )tu RT π≡   средняя ско-

рость теплового движения молекул, R  газовая постоянная, T  температура.

Значения постоянных в (10)  согласно [22] равны: 1 1,20,A =  2 0,41,A =   3 0,88.A =
Число Рейнольдса обтекания частицы в (10) оценивается как

( ) 1/2
2| | 2 1 2

Re ,

m
p r u

p
f

d f k

ν

 + − =
V
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.
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l n
m u u

u
f f

f
+
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Коэффициент броуновской диффузии равен

3
1 21 Kn exp ,

3 Kn
B

B
f f p

Ak T
D A A

dπρ ν
    = + + −       

где Bk   постоянная Больцмана.

В заключение параграфа представим относительную скорость rV  и уравне-

ние для концентрации частиц (7) в квазиизотропном приближении, соответствую-
щим осреднению по разным направлениям:

( )1
,m mi

r i i p i p i B u Tp
i

DU
V V U F D q D

Dt x
τ ∂   = − = − − + Φ   Φ ∂ 

                (11)

i i
p i

i i

U DU
F

t x x Dt
τ

∂ Φ  ∂Φ ∂  + + − Φ =  ∂ ∂ ∂   

( ) ,
m m
u Tpm

B Tp
i i i i

q D
D D

x x x x

 ∂ ∂ ∂Φ ∂  = + + Φ   ∂ ∂ ∂ ∂   
                              (12)
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l n
m u u
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q q
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+
=  ,p u

u
Lp

f
q

T

ς
ς

ς

τ
=

где TD   коэффициент турбулентной диффузии безынерционной примеси, Tν  

коэффициент турбулентной вязкости, ScT   турбулентное число Шмидта, l
uq  и

n
uq   коэффициенты турбулентной миграции в параллельном и перпендикуляр-

ном к вектору относительной скорости направлениях. В (12) по сравнению с (7)

мы также пренебрегли изменением коэффициента броуновской диффузии в про-
странстве. Подход, основанный на решении уравнения (7) или (12), назван диффу-
зионно-инерционной моделью (ДИМ).

Граничное условие для уравнения концентрации частиц

Решение уравнения (7) или (12) вплоть до стенки (y = 0) затруднено из-за
резкого роста концентрации частиц при y → 0 в результате турбофореза [16]. Кро-
ме того, сами уравнения (7) и (12) перестают быть корректными в пристеночной

области турбулентного потока, где вместо локально-равновесных соотношений (5)

для моделирования турбулентных напряжений дисперсной фазы нужно привле-
кать уравнение (4). Для того, чтобы избежать интегрирования уравнения концен-
трации до стенки, применяется метод пристеночных функций [23], получивший

широкое распространение для расчета однофазных течений при больших числах

Рейнольдса. В соответствии с методом пристеночных функций в качестве гранич-
ного условия на стенке используется соотношение, связывающее поток осаждаю-
щихся на стенку частиц wJ  с концентрацией частиц в пристеночной области 1 :Φ

( ) 1
1

,
1w DT CFJ V V

χ γ
χ

−= + Φ
+

                                       (13)

,DT DF TRV V V= +  ,CF w p w
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DU
V U F
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= + − 
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V
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Здесь DTV  определяет диффузионно-турбулентную составляющую скорости оса-

ждения частиц, обусловленную диффузией DFV  и турбофорезом TRV . Величина

CFV  обозначает конвективно-силовую составляющую скорости осаждения,

где ,wU  wF  и 
w

DU Dt   нормальные к стенке составляющие скорости жидко-

сти, ускорения действующих на частицы массовых сил и ускорения жидкости

в пристеночной области. Коэффициент отражения χ  учитывает вероятность

отскока и возвращения в поток столкнувшейся со стенкой частицы. В случае пол-
ной адсорбции частиц при их столкновении с поверхностью 0,χ =  а при отсутст-

вии осаждения 1.χ =  Параметр b характеризует отношения конвективно-силовой

и диффузионно-турбулентной составляющих скорости осаждения. При b → ∞
(y → 0) осаждение определяется конвективно-силовым механизмом, а при b → −∞
(y → −b) скорость осаждения стремится к нулю, т. к. конвекция и массовые силы

препятствуют осаждению частиц.

Граничное условие (13) получается в предположении, что ФПВ нормальной

составляющей скорости частиц в пристеночной области подчиняется бинормаль-

ному распределению:

( )2

2
( 0) exp , ( 0) ( 0),

2

y CF
y y y

y

v V
P v N P v P vχ

σ

 + < = − > = < 
  

            (14)

где из условия нормировки 1yPdv
∞

−∞
= Φ∫  следует

( )
1

1/2
1

1/2

2
1 1 erf .

2
CF

y y

V
N χ

π σ σ

−   Φ      = + +           

Согласно (14), падающий на стенку incJ  и отраженный от стенки refJ  потоки

частиц равны:

1/20
1 2

,
1inc y y y CFJ v Pdv Vγσ

χ π−∞

 Φ  = − = +  +    
∫

(15)
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∫
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+

Из (15) получается выражение для потока осаждающихся на стенку частиц

1/2

1
1 2

.
1w inc ref y CFJ J J V

χ γσ
χ π

 −  = − = + Φ  +    
                    (16)

Поскольку 1w DTJ V= Φ  при 0,CFVχ = =  то из (15) следует 1/2( / 2)y DTVσ π=  и

получается (13).
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Диффузионная составляющая скорости осаждения получается в результате

асимптотического решения уравнения диффузии для закона четвертой степени

роста коэффициента турбулентной диффузии в вязком подслое при больших чис-
лах Шмидта [24]

3/ 4

0,115
,

Sc
DF

B

u
V ∗=                                                 (17)

где u∗   скорость трения, ScB B fD ν≡   число Шмидта.

Турбофорезная составляющая скорости осаждения получена в результате

аппроксимации численного решения системы уравнений на уровне вторых момен-
тов (2)−(4) в пристеночной области

( ) ( )

4 2,5

3 2.5

2 10
.

1 10 max 0,8, min 1,32 0,27 ln , 1
TR

u
V

τ
τ τ

−
+ ∗

−
+ +

⋅
=

+ −  
               (18)

Граничное условие (13) с учетом (17) и (18) справедливо для малоинерцион-

ных частиц ( 2
0 100p fuτ τ ν+ ∗≡ ≤ ) при расположении первого узла расчетной сет-

ки вне области вязкого подслоя ( )30 .fy yu ν+ ∗≡ ≥

Уравнения для несущей фазы

При небольшой объемной концентрации дисперсной фазы ( 1Φ � ) ее влия-
нием на уравнение неразрывности несущей сплошной фазы можно пренебречь и

для несжимаемой жидкости имеем

0.i

i

U

x

∂
=

∂
                                                     (19)

Уравнение сохранения количества движения сплошной фазы записывается

как:

1 P
,i i

f i j i
f i j j

DU U
u u A

Dt x x x
ν

ρ
 ∂∂ ∂ ′ ′= − + − 〈 〉 +  ∂ ∂ ∂ 

                        (20)

( ) ( ) ,
r ip

i i i i p i
f p p p

MVM
A v u p d V U

ρ
ρ τ τ τ

= 〈 − 〉 = − =∫ v

где Р  осредненное давление, p fM ρ ρ≡ Φ   массовая концентрация дисперс-

ной фазы, а величина iA  характеризует обратное влияние частиц на количество

движения жидкости и определяется в соответствии с (11).

Уравнение для рейнольдсовых напряжений жидкости имеет вид:

0,ij ij ij ij ij ijK Aπ ε− Π − + − =-D                                  (21)
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( ) ( )p
ij i i j j j i

p

A v u u p v u u p d
ρ
ρτ

 ′ ′= 〈 − 〉 + 〈 − 〉 = ∫ v
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,p ij p ij p ij p ij p ijK Gε= − + Π − −+D                                   (22)
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 ∂Φ ∂Φ′ ′ ′ ′= 〈 〉 + 〈 〉 ∂ ∂ 
Члены в уравнении (21) описывают соответственно конвекцию, диффузию,

порождение турбулентных напряжений из осредненного движения за счет гради-
ентов скорости, перераспределение между различными компонентами рейнольд-
совых напряжений благодаря пульсациям давления, диссипацию и обратное влия-
ние частиц. Слагаемые в правой части (22) могут быть интерпретированы как обу-
словленные присутствием частиц в потоке дополнительные конвекция, диффузия,

порождение, диссипация и эффект неоднородности распределения частиц в про-
странстве.

Уравнение (21) с учетом (22) может быть представлено в виде:

0,m ij m ij m ij ij m ij p ijK Gπ ε− Π − + + =-D                          (23)

,m ij ij p ijK K K+=  ,m ij ij p ijD =D +D  ,m ij ij p ijΠ = Π + Π  ,m ij ij p ijε ε ε+=

где ,m ijK  ,m ijD  ,m ijΠ  m ijε  обозначают соответственно конвекцию, диффузию,

порождение и диссипацию турбулентных напряжений двухфазного потока.

Из (21) следует уравнение баланса турбулентной энергии жидкости:

0,kK Aε− Π + − =-D                                             (24)

,
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,k p p p p pA K Gε= − + Π − −+D                                      (25)



563

где в квазиизотропном приближении отдельные члены, характеризующие обрат-
ное влияние частиц на турбулентность в выражении (25), имеют вид:

1 ,m
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Уравнение (24) с учетом (25) может быть представлено в виде:

0,m m m m pK Gε− Π + + =-D                                    (27)

,m pK K K+=  ,m pD =D+D  ,m pΠ Π + Π=  .m pε ε ε+=

Далее в диффузионном члене пренебрежем вкладом молекулярного переноса

и пульсациями давления, т. е. положим

1
.

2
i j j

i

u u u

x

′ ′ ′∂〈 〉
= −

∂
D                                               (28)

В пределе безынерционных частиц (микрочастиц) из (26) с учетом (28) сле-
дуют асимптотические соотношения:

0
lim ,
p

pK MK
τ →

= −  
0

lim ,
p

p M
τ →

= −D D  
0

lim ,
p

p M
τ →

Π = − Π  
0 0

lim lim 0.
p p

p pG
τ τ

ε
→ →

= =

Итак, в безынерционном пределе получаем

( )
0

lim .
p

kA M K
τ →

= − − Π-D                                     (29)

Подстановка (29) в (24) дает, что при наличии в потоке микрочастиц уравне-
ние баланса турбулентной энергии переходит в

0.
1

K
M

ε− Π + =
+

D-                                        (30)

Физический смысл уравнения (30) заключается в том, что микрочастицы да-
ют вклад в конвекцию, диффузию и порождение турбулентной энергии за счет

увеличения эффективной плотности потока в (1 )M+  раз, однако не влияют на

диссипацию, обусловленную вязкостью. Полученный результат согласуется с вы-
водами работ [25−28].

Моделирование сложных трехмерных течений на основе системы дифферен-
циальных уравнений для всех компонент турбулентных напряжений приводит

к большим затратам времени даже при использовании самых быстродействующих

компьютеров. Поэтому для расчета однофазных течений широкое распростране-
ние получили так называемые алгебраические модели рейнольдсовых напряжений,

использующие дифференциальное уравнение только для турбулентной энергии.

Аналогичный подход целесообразно применить и для моделирования двухфазных

турбулентных течений. Для этого нужно получить алгебраическое соотношение
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для ,i ju u′ ′〈 〉  учитывающее присутствие частиц. С этой целью, следуя известной

в теории однофазных турбулентных течений аппроксимации [29], выразим члены

в уравнении (23), описывающие конвекцию, диффузию и эффект неоднородности

распределения частиц в пространстве, через соответствующие члены в уравнении

баланса турбулентной энергии (27)

( ).i j
m ij m ij p ij m m p

u u
K G K G

k

′ ′〈 〉
+ = +-D -D                        (31)

Корреляцию пульсаций давления и скоростей деформации аппроксимируем

при помощи соотношения [30, 31]

1 2

2 2
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3 3
i j ij m ij

ij m m ij

u u
C C

k

δ δ
π ε

′ ′〈 〉 Π   
= − − − Π −   

   
                   (32)

где вместо диссипации ε и порождения ijΠ  турбулентности в однофазной среде

введены соответствующие величины для двухфазного потока mε  и ,m ijΠ  а 1C  и

2C   постоянные.

Для диссипации турбулентной энергии вводится изотропное представление

2
.

3
m ij

m ij

ε δ
ε =                                                   (33)

Тогда с учетом аппроксимаций (31)−(33) из уравнений (23) и (27) следует

( ) ( )
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1 2 32
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3 1
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i j

m m

C kk
u u
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δδ
ε

− Π − Π
′ ′〈 〉 = +

− + Π
                       (34)

Выражение (34) представляет собой неявную алгебраическую модель для

определения турбулентных напряжений, т. к. i ju u′ ′〈 〉  входит как в левую, так и

в правую части уравнения. С вычислительной точки зрения существенным пре-
имуществом по отношению к неявным обладают явные алгебраические модели,

непосредственно связывающие турбулентные напряжения с градиентами осред-
ненной скорости. Для явного выражения i ju u′ ′〈 〉  применим итерационную проце-

дуру, используя для ijΠ  в правой части (34) изотропное приближение

( ), ,
2

,
3ij i j j i
k

U UΠ = − +  ,
2

.
3 i i
k

UΠ = −                               (35)

Подстановка (35) в (34) дает:
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В отличие от коэффициента турбулентной вязкости в стандартной k−ε моде-
ли турбулентности 2

0T C kµν ε=  выражение для Tν  в (36) описывает два допол-

нительных эффекта: наличие частиц в потоке и неравновесность турбулентности,

выражающуюся в возможности учета неравенства между порождением и диссипа-
цией турбулентности. При отсутствии частиц ( 0,M =  ,mΠ = Π  mε ε= ) и

в предположении равновесия между процессами порождения и диссипации

( εΠ = ) Tν переходит в 0.Tν
В равновесном приближении ( m mεΠ = ), что допустимо, например, при опи-

сании турбулентности в пристеночной области, из (36) следует

( ) 2
11

.

m
u

T
p

C Mf kµ
ν

ε ε

+
=

+

Уравнение баланса турбулентной энергии (27) представляется в виде

( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1 1 .T
u f u u p p

i k i

Dk k
Mf Mf Mf G

Dt x x

νν ε ε
σ

  ∂ ∂ + = + + + + Π − + +  ∂ ∂   
   (37)

Уравнение баланса диссипации турбулентной энергии аналогично (37) пред-
ставляется в виде

( ) ( )1 11 1 T
u f u

i i

D
Mf Mf

Dt x xε

νε εν
σ

  ∂ ∂ + = + + +  ∂ ∂   

( ) ( )1 1 21 .u p pC Mf C G
k ε ε
ε ε ε + + Π − + +                                (38)

Постоянные в уравнениях (36)−(38) имеют стандартные значения: 0,09,Cµ =

1,0,kσ =  1,3,εσ =  1 1,44,Cε =  2 1,92.Cε =  Кроме того, 1 1,1,C =  Sc 0,9T =  и

1/2 0,3.Cµα = =  Постоянная 2C  непосредственно не входит в модель турбулентно-

сти ( 1 0,85C =  при заданных значениях Cµ  и 1C ).

РЕЗУЛЬТАТЫ  МОДЕЛИРОВАНИЯ

Диффузионно-инерционная модель, включающая уравнение для концентра-
ции (12) с граничным условием (13), имплантирована в вычислительный гидроди-
намический код (Computational Fluid Dynamics, CFD), предназначенный для расче-
та различных однофазных и двухфазных трехмерных течений. Характеристики

сплошной фазы моделируются на основе уравнений (19), (20) и (36)−(38). Модель

использована для расчета процесса осаждения аэрозольных частиц в вертикальной

прямой трубе и в трубе с изгибом на 90°. Рассматривается случай полной адсорбции
частиц поверхностью, то есть в граничном условии (13) принимается 0.χ =

Осаждение частиц в прямой трубе

Вначале рассмотрим осаждение частиц в вертикальной трубе, когда сила

тяжести не оказывает прямого воздействия на процесс осаждения. Интенсивность

осаждения частиц из турбулентного потока принято характеризовать зависимо-
стью коэффициента осаждения *w mj J u+ ≡ Φ  от безразмерного времени релакса-
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ции ,τ+  где mΦ   среднемассовая концентрация частиц в рассматриваемом сече-

нии трубы. В соответствии с доминирующим механизмом осаждения, определяю-
щим зависимость j+  от ,τ+  весь диапазон изменения инерционности частиц мо-

жет быть условно подразделен на три характерные области: диффузионную

( 1τ+ < ), турбофорезную (1 100τ+≤ ≤ ) и инерционную ( 100τ+ > ).

Процесс осаждения в диффузионной области управляется, главным образом,

броуновской и турбулентной диффузией. Кроме того, существенную роль могут

играть некоторые силы, определяющие перенос субмикронных частиц (например,

сила термофореза в неизотермическом течении). При определяющей роли диффу-

зионного механизма j+  монотонно снижается с ростом ,τ+  что связано с умень-

шением значения коэффициента броуновской диффузии при увеличении размера

частиц.

Основным механизмом осаждения частиц в турбофорезной области является

их турбулентная миграция из ядра течения с высоким уровнем турбулентных

пульсаций скорости в зону вязкого подслоя у стенки. Для этой области инерцион-
ности частиц характерна резко растущая зависимость j+  от .τ+  В [32, 33] впервые

расчетным путем установлена тенденция осаждающихся частиц накапливаться под

действием турбофореза в области вязкого подслоя; этот эффект впоследствии был

воспроизведен во многих работах. В данном диапазоне изменения τ+  при не очень

большом отношении плотностей дисперсной и сплошной фаз p fρ ρ  некоторое

влияние на интенсивность осаждения может оказывать подъемная сила, обуслов-
ленная сдвигом скорости. Благодаря подъемной силе имеет место небольшое раз-
личие между интенсивностями осаждения частиц при опускном и восходящем

направлениях движения, в результате чего коэффициент осаждения при опускном

движении оказывается бóльшим, чем при восходящем [34]. Однако учет силы

Сэффмена в ее классическом виде [35, 36] применительно к обычно реализуемым

в турбулентных потоках условиям оказывается не совсем корректным [37, 38].

Уточнение подъемной силы, выполненное в [39, 40], показывает, что ее эффект на
осаждение частиц оказывается не таким значительным, как при использовании

классической формулы Сэффмена.

Высокоинерционные частицы ( 100τ+ > ) слабо вовлекаются в турбулентное

движение несущей жидкости, что приводит к уменьшению коэффициента осажде-
ния j+  в вертикальном канале с ростом .τ+  Однако интенсивность осаждения

высокоинерционных частиц определяется не только характеристиками пристеноч-
ной турбулентности, но и зависит в существенной степени от внешних параметров

течения, в частности, от числа Рейнольдса, построенного по гидравлическому

диаметру канала. Кроме того, значительное влияние на осаждение высокоинерци-
онных частиц в вертикальном канале может оказывать сила тяжести, действие

которой проявляется, главным образом, через эффект пересечения траекторий.

На рис. 1 представлены результаты расчета коэффициента осаждения в круг-
лой трубе для условий, соответствующих экспериментам [41]. С целью сфокуси-
ровать внимание на механизмах осаждения, обусловленных исключительно взаи-
модействием частиц с турбулентными вихрями, расчеты проведены без учета силы

тяжести и подъемной силы, когда 0wF =  в граничном условии (13). На рис. 1

представлены также результаты DNS [32, 42, 43] и LES [38] для коэффициента
осаждения в плоском канале и круглой трубе. Отметим, что в диффузионной и

турбофорезной областях процесс осаждения слабо зависит от формы канала и,

следовательно, коэффициенты осаждения в круглой трубе и плоском канале прак-
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тически не отличаются. Как видно из рис. 1, предсказываемая ДИМ зависимость

( )j τ+ +  воспроизводит характерные особенности экспериментов и прямых числен-

ных расчетов при 100.τ+ <  Для высокоинерционных частиц наблюдается систе-

матическое отклонение от экспериментов, поскольку модель не предсказывает

уменьшение j+  с ростом .τ+  Следовательно, ДИМ можно использовать для рас-

чета процесса осаждения в диффузионном и турбофорезном диапазонах изменения

инерционности частиц.

Осаждение частиц в трубе с изгибом

Перейдем к рассмотрению осаждения аэрозольных частиц в цилиндрической

трубе с изгибом в 90° (гибе). Гидродинамическая структура такого течения харак-

теризуется числами Рейнольдса Re m fDU ν≡  и Дина 1/2
0De Re ,R≡  где D 

диаметр трубы, mU   среднемассовая скорость потока, 0 2 bR R D≡   параметр

кривизны, bR   радиус кривизны изгиба. При

больших числах Дина течение в гибе определяет-
ся действием центробежной силы, что приводит

к кардинальному отличию от картины течения в

прямой трубе. На рис. 2 и 3 показаны, соответст-
венно, линии основного потока вдоль средней

плоскости гиба и линии тока вторичного течения

в поперечном сечении гиба, отклоненном на 90°
от входного направления. Основные особенности

течения в гибе заключаются в отделении потока

Рис. 2. Линии тока вдоль средней плоскости гиба при

                           Re = 10000 и De = 4225.

Рис. 1. Коэффициент осаждения в вертикальной трубе: ДИМ (1−3), Re = 10000 (1), 20000 (2),
     50000 (3); эксперимент [41] (4), DNS [32] (5), LES [38] (6), DNS [42] (7), DNS [43] (8).
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от внутренней стенки, смещении его

к внешней стенке и образовании вторично-
го течения, перпендикулярного основному

потоку, в виде двух вращающихся навстре-
чу вихрей.

Процесс осаждения частиц будем

характеризовать двумя величинами: коэф-

фициентом проникания outlet inlet ,G Gξ ≡

равным отношению массовых расходов дисперсной фазы в выходном и входном

сечениях гиба, и эффективностью осаждения 1 .η ξ≡ −  На рис. 4 представлены

результаты расчета эффективности осаждения в гибе для условий, соответствую-

щих экспериментам [44] (Re = 10000, De = 4225, 0R  = 5,6, p fρ ρ  = 755). Инер-

ционность частиц характеризуется числом Стокса St 2 .p mU Dτ≡  В рассматри-

ваемых условиях перенос и осаждение частиц обусловлены одновременным дей-

ствием диффузии, турбофореза, гравитации и центробежной силы, однако

доминирующим механизмом оказывается центробежный вследствие поворота

потока и образования вторичного течения. Как видно на рис. 4, предсказываемая

моделью зависимость эффективности осаждения от числа Стокса хорошо согласу-

ется с экспериментальными данными [44] и результатами расчета на основе

LES [45, 46].

Сравнение результатов расчета коэффициента проникания при Re = 10000

с экспериментальными данными работы [47] при разных значениях параметра

кривизны показывает рис. 5. Очевидно, что с уменьшением параметра кривизны

Рис. 3. Линии тока вторичного течения в попе-
речном сечении гиба, отклоненном на 90°
от входного направления, при Re = 10000 и
                                De = 4225.

Рис. 4. Влияние числа Стокса на эффективность осаждения частиц в гибе: ДИМ (1), экспе-
                                          римент [44] (2), LES [45] (3), LES [46] (4).
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центробежный эффект возрастает. Из рис. 5 следует, что ДИМ воспроизводит

снижение ξ как с ростом инерционности частиц, так и с уменьшением кривизны

гиба. Некоторое отличие от экспериментальных данных наблюдается при малых

значениях числа Стокса, где ДИМ несколько недооценивает коэффициент прони-

кания, а следовательно, переоценивает интенсивность осаждения.

Рис. 6 представляет результаты моделирования эффективности осаждения

при Re = 203000 и 0R  = 5 в сопоставлении с экспериментальными данными [48],

которые получены, в отличие от [44, 47], при больших чисел Рейнольдса, харак-

терных для индустриальных приложений. Учитывая относительно большую

погрешность экспериментов для небольших частиц, рис. 6 свидетельствует, что

модель адекватно описывает влияние размера частиц на процесс осаждения при

больших числах Рейнольдса.

Рис. 5. Влияние числа Стокса и параметра кривизны на коэффициент проникания: ДИМ (1−3),
                                 эксперимент [47] (4−6), R0 = 4 (1, 4), 10 (2, 5), 20 (3, 6).

Рис. 6. Влияние размера частиц на эффективность осаждения в гибе при больших числах

                                           Рейнольдса: ДИМ (1), эксперимент [48] (2).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Статья посвящена развитию и применению диффузионно-инерционной

модели для расчета распространения и осаждения аэрозольных частиц в турбу-
лентных потоках. Модель вытекает из кинетического уравнения для ФПВ скоро-
сти частиц, время релаксации которых не превышает интегральный временной

масштаб турбулентности. Отличительная особенность ДИМ состоит в выражении

скорости частиц в виде разложения через характеристики несущей жидкости

с использованием времени релаксации частицы в качестве малого параметра.

Таким образом, задача моделирования распределения мелкодисперсных частиц

сводится к решению одного дифференциального уравнения для концентрации

дисперсной фазы. В результате имеет место кардинальное уменьшение времени

вычислений по сравнению с расчетами в полной двухжидкостной постановке,

поскольку не требуется решать уравнения количества движения для дисперсной

фазы. По сравнению с обычным уравнением диффузии диффузионно-инерционная

модель учитывает ряд инерционных механизмов переноса мелкодисперсной приме-
си: 1) действие массовых сил, 2) транспорт частиц из-за отклонения траекторий час-
тиц от линий тока жидкости при их искривлении и из-за нестационарности потока,

3) турбулентную миграцию частиц из области с высокой степенью турбулентности

в область с низким уровнем пульсаций скорости (турбофорез) и 4) влияние эффектов

инерционности и пересечения траекторий на коэффициент турбулентной диффузии

частиц. Сравнение с экспериментальными и численными результатами свидетельст-
вует, что ДИМ адекватно описывает все характерные особенности процесса осажде-
ния аэрозольных частиц в прямых и изогнутых трубах.
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