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Получены формулы разложений тензоров третьего и четвертого рангов, симметричных
соответственно по двум и трем последним индексам, на неприводимые части, инвари-
антные относительно ортогональной группы преобразований системы координат. Со-
ответствующие части разложений ортогональны между собой. С использованием этих
разложений дан общий вид векторов смещений плоских поперечных волн в упругих
изотропных и анизотропных средах. Векторы смещения поперечных волн при этом яв-
ляются однородными многочленами второй, третьей и четвертой степени относительно
волновой нормали. Найдены специальные ортотропные материалы, проводящие чисто
поперечные волны при любом направлении волновой нормали. Для этих материалов
определены собственные модули и состояния, а также технические постоянные: объем-
ный модуль, модули Юнга, коэффициенты Пуассона, модули сдвига и константы Ламе
ближайших изотропных материалов.

Ключевые слова: неприводимые инвариантные разложения, продольные и попереч-
ные волны, анизотропия, модули упругости, собственные модули и состояния.

Данная работа развивает подходы, предложенные в [1, 2]. Важное значение в кри-
сталлофизике и геофизике [3, 4] имеет нахождение чисто поперечных волн и анизотропных
материалов, проводящих такие волны.

Уравнения теории упругости при произвольной анизотропии без учета объемных сил

в декартовых прямоугольных координатах x1, x2, x3 имеют вид

Lijuj = 0, Lij = Lji = Ai(kl)j ∂kl − ρδij ∂44, (1)

где uj — вектор смещения; Ai(kl)j = (Aiklj + Ailkj)/2, Aiklj = Akilj = Aljik — тензор

модулей упругости; ρ — постоянная плотность материала; ∂k — производная по коорди-
нате xk; ∂4 — производная по времени x4 = t; δij — символ Кронекера. По повторяющимся
буквенным индексам проводится суммирование, индексы в круглых скобках означают сим-
метрирование по этим индексам.

Для изотропного материала оператор (1) следующий:

Lij = (λ + µ)∂ij + δij (µ ∂kk − ρ ∂44), (2)

где λ, µ — постоянные Ламе. Если для операторов (1), (2) находятся с постоянны-
ми коэффициентами дифференциальные операторы T = [tjp], D = diag (D1, D2, D3),

Di = a
(i)
kl ∂kl − ρ ∂44 такие, что

LT = TD, |T | 6= 0, (3)

то общее решение уравнений (1) имеет вид [5, 6]

u = Tϕ, Dϕ = f, Tf = 0. (4)
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Формулы u = Tϕ, ϕ = T ′ũ, Lũ = 0 переводят решения уравнений Lu = 0, Dϕ = 0 друг в
друга. Штрих означает транспонирование матрицы. Выражение u = TT ′ũ есть формула
производства новых решений, т. е. Q = TT ′ — оператор симметрии [6, 7].

Соотношение (3) означает, что tjp (p = 1, 2, 3) — собственные векторы, а Di — соб-
ственные значения (операторы) для L. При замене ∂k на nk (вектор волновой нормали)
и ∂44 на v2 = vivi (vi = vni) и при Di = 0 равенство (3) становится уравнением Кристоффе-
ля, из которого определяются векторы смещений tjp и v2 — квадраты фазовых скоростей

плоских волн [3].
Запишем (3) в виде

(Lij − δijD1)Tj1 = 0, (Lij − δijD2)Tj2 = 0, (Lij − δijD3)Tj3 = 0. (5)

Пусть D1 = akl ∂kl − ρ ∂44, akl = a(kl) и

Tj1 = γj + γjs ∂s + γj(pq) ∂pq + γj(pqr) ∂pqr + . . . , (6)

аналогичные выражения имеют место для D2, D3, Tj2, Tj3. Теперь из (5), (6) находим

(Lij − δijD1)Tj1 = (Ai(kl)j − δijakl)∂klTj1 =

= (Ai(kl)j − δijakl)γj ∂kl + (Ai(kl)j − δijakl)γjs ∂kls +

+(Ai(kl)j − δijakl)γj(pq) ∂klpq + (Ai(kl)j − δijakl)γj(pqr) ∂klpqr + . . . . (7)

Для того чтобы выполнялись соотношения (5), в (7) должны равняться нулю симметри-
рованные коэффициенты при ∂kl, ∂kls, ∂klpq, ∂klpqr, . . . :

(Ai(kl)j − δijakl)γj = 0;

(1/3)[(Ai(kl)j − δijakl)γjs + (Ai(ks)j − δijaks)γjl + (Ai(ls)j − δijals)γjk] = 0; (8)

(1/6)[(Ai(kl)j − δijakl)γj(pq) + (Ai(kp)j − δijakp)γj(lq) + (Ai(kq)j − δijakq)γj(lp) +

+ (Ai(lp)j − δijalp)γj(kq) + (Ai(lq)j − δijalq)γj(kp) + (Ai(pq)j − δijapq)γj(kl)] = 0; (9)

(1/10)[(Ai(kl)j − δijakl)γj(pqr) + (Ai(kp)j − δijakp)γj(lqr) + (Ai(kq)j − δijakq)γj(lpr) +

+ (Ai(kr)j − δijakr)γj(lpq) + (Ai(lp)j − δijalp)γj(kqr) + (Ai(lq)j − δijalq)γj(kpr) +

+ (Ai(lr)j − δijalr)γj(kpq) + (Ai(pq)j − δijapq)γj(klr) + (Ai(pr)j − δijapr)γj(klq) +

+ (Ai(qr)j − δijaqr)γj(klp)] = 0, . . . . (10)

Придавая в (8)–(10) свободным индексам значения 1, 2, 3, получим соответствующие систе-
мы уравнений для неизвестных Ai(kl)j − δijakl, γjs, γj(pq), γj(pqr), . . . . Системы вида (8), (9)
рассматривались в [6, 8].

Для оператора (2) вектор tj1 = ∂j , очевидно, собственный и определяет чисто про-
дольную волну [3] при любом направлении волновой нормали. В [4–6, 9] установлены
анизотропные материалы, проводящие чисто продольные волны при любом направлении
волновой нормали. Знание направлений распространения поперечных волн позволяет пол-
ностью решить уравнение Кристоффеля [3]. В [5, 6, 9] приведены чисто поперечные волны

tj2 = εjmscm ∂s, tj3 = cj ∂kk − cm ∂mj , (11)

где εjms — антисимметричный тензор Леви-Чивиты; cj — ненулевой вектор. Для tj2 в (11)
коэффициенты γjs = εjmscm, и уравнениям (8) удовлетворяет тензор модулей упруго-
сти Aiklj трансверсально-изотропного материала с осью вращения cj . Если cj = (0, 0, 1),
то tj2 = (−∂2, ∂1, 0) — чисто поперечная волна, которую при любом направлении волновой
нормали nk (∂k) проводит трансверсально-изотропный материал [8] с осью вращения x3,
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при этом фазовая скорость ρv2 = (A11 − A21)(n
2
1 + n2

2)/2 + A44n
2
3/2. Здесь Aij — матри-

ца модулей упругости, соответствующая тензору Aijkl. Очевидно, что чисто поперечные
волны (11) являются собственными векторами и для оператора (2) в случае изотропного
материала [8].

Найдем все поперечные волны вида ti2 = aijk ∂jk = ai(jk) ∂jk или ti2 = aijkl ∂jkl =
ai(jkl) ∂jkl, где aijk = ai(jk), aijkl = ai(jkl) — симметричные по двум и трем последним ин-
дексам тензоры. Эти векторы ортогональны к ti1 = ∂i, т. е. должны выполняться равенства
ti1ti2 = aijk ∂ijk = a(ijk) ∂ijk = 0, ti1ti2 = aijkl ∂ijkl = a(ijkl) ∂ijkl = 0, откуда следует, что
a(ijk) = 0, a(ijkl) = 0.

Аналогично тому, как это сделано в [10], тензоры aijk, aijkl можно разложить на инва-
риантные части, соответствующие неприводимым линейным представлениям ортогональ-
ной группы преобразований системы координат:

aijk = ai(jk) = c
(1)
ijk + c

(2)
ijk + (εijlHlk + εiklHlj)/2 + Sijk,

(12)

c
(1)
ijk = a1giδjk + a2(gjδki + gkδji)/2, c

(2)
ijk = b1hiδjk + b2(hjδki + hkδji)/2;

aijkl = ai(jkl) = aδi(jδkl) + Dijkl + Nijkl + gmεmi(jδkl) + dijkl + εmi(jSkl)m =

= a(δijδkl + δikδlj + δilδjk)/3 + Dijkl + Nijkl + gm(εmijδkl + εmikδlj + εmilδjk)/3 + dijkl +

+ (εmijSklm + εmikSljm + εmilSjkm)/3, (13)

Dijkl = α1(Hijδkl + Hikδlj + Hilδjk) + α2(Hjkδli + Hklδji + Hljδki)/3,

dijkl = β1(hijδkl + hikδlj + hilδjk) + β2(hjkδli + hklδji + hljδki)/3.

Здесь (a1, a2), (b1, b2); (α1, α2), (β1, β2) — независимые пары произвольных действительных

чисел; a — постоянная; gi, hi — векторы; Hij = H(ij), hij = h(ij) — девиаторы: Hii =
0, hii = 0; Sijk = S(ijk) — септор (симметричный бесследовый тензор третьего ранга);
Nijkl = N(ijkl) — нонор (симметричный бесследовый тензор четвертого ранга). За счет
определенного выбора свободных параметров ai, bi; αi, βi все части разложений (12), (13)
можно сделать ортогональными между собой. Все величины в правых частях (12), (13)
однозначно выражаются через тензоры ai(jk), ai(jkl), как и обратно: эти тензоры можно
задавать по формулам (12), (13).

Тензоры c
(1)
ijk, c

(2)
ijk в (12) будут нормированными и ортогональными, если [2]

a1 =
1√
3

(
ω11 −

1√
5

ω21

)
, a2 =

√
3

5
ω21; b1 =

1√
3

(
ω12 −

1√
5

ω22

)
, b2 =

√
3

5
ω22,

где ωij — произвольная ортогональная матрица второго порядка: ωipωiq = δpq. Векторы,
девиатор и септор в правой части (12) однозначно определяются тензором aijk [2]:

gi =
(b1 + 2b2)aikk − (3b1 + b2)assi

5(a1b2 − a2b1)
,

hi =
(3a1 + a2)assi − (a1 + 2a2)aikk

5(a1b2 − a2b1)
, a1b2 − a2b1 6= 0;

(14)

Hlk = (aijkεijl + aijlεijk)/3 = 2aij(kεl)ij/3, Sijk = a(ijk) − (a1 + a2)g(iδjk) − (b1 + b2)h(iδjk).

Если векторные части в (12) ортогональны, то вместо (14) получим

gi =
a1aikk + a2assi

(
√

3a1 + a2/
√

3)2 + 5a2
2/3

, hi =
b1aikk + b2assi

(
√

3b1 + b2/
√

3)2 + 5b2
2/3

.
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При значениях параметров a1 = 1/3, a2 = 2/3; b1 = 2/3, b2 = −2/3 из (12) получаем
разложение [11]

aijk = (giδjk + gjδki + gkδji)/3 + Sijk + (2hiδjk − hjδki − hkδji)/3 + (εijlHlk + εiklHlj)/2 (15)

на симметричную и несимметричную части.
Для поперечных волн симметричная часть в (15) a(ijk) = 0, т. е. тензор aijk имеет вид

aijk = (2hiδjk − hjδki − hkδji)/3 + (εijlHlk + εiklHlj)/2.

Отсюда находим поперечную волну (собственный вектор)

tj2 = ajsk ∂sk = 2(hj∂kk − hk ∂kj)/3 + εjslHlk ∂sk = cj ∂kk − ck ∂kj + εjslHlk ∂sk,

cj = 2hj/3
(16)

и третий собственный вектор

tj3 = εjmn ∂mtn2 = εjmncn ∂mss + Hlp ∂lpj −Hjp ∂pss.

Несложно проверить, что матрица

T = [∂j , cj ∂kk − cm ∂mj + εjslHlp ∂sp, εjmncn ∂mss + Hlp ∂lpj −Hjp ∂pss] (17)

и оператор (2) удовлетворяют соотношению (3), причем D1 = (λ + 2µ) ∂kk − ρ ∂44, D2 =
D3 = µ ∂kk−ρ ∂44. При ненулевом девиатореHlk векторы tj2, tj3 смещения поперечных волн
являются однородными многочленами второй и третьей степени относительно волновой

нормали nk (∂k). С учетом (17) по формулам (4) получаем новое представление [2] решения
уравнений Ламе (2) в случае изотропного материала.

Рассмотрим теперь тензор aijkl = ai(jkl). Разложение вида (13) получается с исполь-
зованием преобразования

a∗ijkl = a(jkl)i = (ajkli + aklji + aljki)/3.

Найдем проекторы

pijkl = αaijkl + β(ajkli + aklji + aljki)/3. (18)

Так как двукратное действие проектора дает проектор, то коэффициенты в (18) удовле-
творяют уравнениям

3α2 + β2 = 3α, 6αβ + 2β2 = 3β,

решения которых (1, 0), (1/4, 3/4), (3/4, −3/4). При этом получаются следующие проек-

торы: p
(2)
ijkl = (aijkl + ajkli + aklji + aljki)/4 = a(ijkl) — симметрирование по всем индексам,

p
(3)
ijkl = (3aijkl−ajkli−aklji−aljki)/4 = aijkl−a(ijkl) — несимметричная часть. Эти проекто-

ры ортогональны p
(2)
ijklp

(3)
ijkl = 0, и сумма их равна тождественному проектору p

(1)
ijkl = aijkl.

Найдем свертку тензоров из (13)

Dijkldijkl = [15α1β1 + 2(α1β2 + α2β1) + 5α2β2/3]Hijhij (19)

и квадрат их норм

DijklDijkl = (15α2
1 + 4α1α2 + 5α2

2/3)HijHij ,

dijkldijkl = (15β2
1 + 4β1β2 + 5β2

2/3)hijhij .
(20)

Тензоры в (19), (20) ортогональны и нормированы, если

15α2
1 + 4α1α2 + 5α2

2/3 = (
√

15 α1 + 2α2/
√

15 )2 + (
√

7/5 α2)
2 = 1,
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15β2
1 + 4β1β2 + 5β2

2/3 = (
√

15β1 + 2β2/
√

15)2 + (
√

7/5 β2)
2 = 1, (21)

15α1β1 + 2(α1β2 + α2β1) + 5α2β2/3 =

= (
√

15α1 + 2α2/
√

15)(
√

15β1 + 2β2/
√

15) +
√

7/5 α2

√
7/5 β2 = 0.

Из соотношений (21) следует, что[ √
15 α1 + 2α2/

√
15

√
15 β1 + 2β2/

√
15√

7/5 α2

√
7/5 β2

]
= ωij

— произвольная ортогональная матрица второго порядка: ωipωiq = δpq. При этом

α1 =
1√
5

( 1√
3

ω11 −
2

3
√

7
ω21

)
, α2 =

√
5

7
ω21;

β1 =
1√
5

( 1√
3

ω12 −
2

3
√

7
ω22

)
, β2 =

√
5

7
ω22

(22)

и тензоры Dijkl, dijkl нормированы и ортогональны.
Постоянная, вектор, девиаторы, септор и нонор в правой части (13) однозначно опре-

деляются тензором aijkl = ai(jkl):

a = aiikk/5, gs = 3εsijaijkk/10;

Hij =
(5β1 + 2β2/3)pij − (2β1 + 5β2/3)qij

7(α2β1 − α1β2)
,

hij =
−(5α1 + 2α2/3)pij + (2α1 + 5α2/3)qij

7(α2β1 − α1β2)
,

(23)

α2β1 − α1β2 6= 0, pij = assij − asskkδij/3, qij = (aijkk + ajikk)/2− asskkδij/3;

Skls = 3(aij(klεs)ij − δ(klεs)ijaijpp/5)/4 =

= [εsijaijkl + εkijaijls + εlijaijsk − (εsijδkl + εkijδls + εlijδsk)aijpp/5]/4,

Nijkl = a(ijkl) − aδi(jδkl) − (3α1 + α2)H(ijδkl) − (3β1 + β2)h(ijδkl).

Для значений параметров (22) девиаторы (23) принимают вид

Hij = ω[−
√

5/7 ω12pij + (2ω12/
√

7 +
√

3 ω22)qij/
√

5],

hij = ω[
√

5/7 ω11pij − (2ω11/
√

7 +
√

3 ω21)qij/
√

5], ω = |ωij | = ω11ω22 − ω21ω12 = ±1.

При значениях параметров α1 = 1/6, α2 = 1/2; β1 = 1/6, β2 = −1/2 из (13) получаем
разложение [11]

aijkl = ai(jkl) = a(δijδkl + δikδlj + δilδjk)/3 + Nijkl +

+ (Hijδkl + Hikδlj + Hilδjk + Hjkδli + Hklδji + Hljδki)/6 +

+ gm(εmijδkl + εmikδlj + εmilδjk)/3 +

+ (hijδkl + hikδlj + hilδjk − hjkδli − hklδji − hljδki)/6 +

+ (εmijSklm + εmikSljm + εmilSjkm)/3, (24)

все части которого взаимно ортогональны.
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Для поперечных волн симметричная часть в (24) a(ijkl) = 0, т. е. тензор aijkl имеет

вид

aijkl = gm(εmijδkl + εmikδlj + εmilδjk)/3 +

+ (hijδkl + hikδlj + hilδjk − hjkδli − hklδji − hljδki)/6 +

+ (εmijSklm + εmikSljm + εmilSjkm)/3. (25)

С учетом (25) находим поперечную волну (собственный вектор)

ti2 = aijkl∂jkl = gmεmij ∂jkk + (hij ∂jkk − hjk ∂ijk)/2 + εmijSklm ∂jkl

и третий собственный вектор

tj3 = εjsn ∂stn2 = gm ∂mjkk − gj ∂ppkk + εjslhlp ∂spkk/2 + Sklm ∂klmj − Sjkl ∂klpp.

Можно проверить, что матрица

T = [∂j , εmjngm ∂nkk + (hjp ∂pss − hlp ∂lpj)/2 + εjpmSmkl ∂pkl,

gm ∂mjkk − gj ∂ppkk + εjslhlp ∂spkk/2 + Sklm ∂klmj − Sjkl ∂klpp] (26)

и оператор (2) удовлетворяют соотношению (3) с теми же D1, D2 = D3. При ненулевом
септоре Smkl векторы смещения поперечных волн являются однородными многочленами

третьей и четвертой степени относительно волновой нормали nk (∂k). С учетом (26) по
формулам (4) можно получить еще одно представление решения уравнений Ламе (2) в
случае изотропного материала.

В работах [12, 13] дается некоторая классификация матриц L, T , удовлетворяющих
соотношению (3), и утверждается, что степень векторов tjp относительно nk (∂k) не выше
второй. Но в матрице (17) вектор tj3 третьей степени, если Hlp 6= 0, а в (26) векторы
tj2, tj3 третьей и четвертой степени, если Smkl 6= 0. Это означает, что данная в [12, 13]
классификация не является полной. При Hlp = 0 из (17) следует (11), а при Smkl = 0 из (26)
следует (17).

Пусть система координат — главная для девиатора Hlk в (16), т. е. H21 = H31 =
H32 = 0, H11 = H1, H22 = H2, H33 = H3, H1 + H2 + H3 = 0. Тогда из (16) имеем

t12 = c1(∂22 + ∂33) + (H3 −H2) ∂23 − c3 ∂13 − c2 ∂12,

t22 = c2(∂11 + ∂33)− c3 ∂23 + (H1 −H3) ∂13 − c1 ∂12, (27)

t32 = c3(∂11 + ∂22)− c2 ∂23 − c1 ∂13 + (H2 −H1) ∂12.

Рассмотрим случай cj = 0, при этом (27) принимает вид

tj2 = (h1 ∂23, h2 ∂13, h3 ∂12),

h1 = H3 −H2, h2 = H1 −H3, h3 = H2 −H1, h1 + h2 + h3 = 0.
(28)

Для поперечной волны (28) коэффициенты γj(pq) следующие:

γj(11) = 0, γj(22) = 0, γj(33) = 0,

γj(23) = (h1/2, 0, 0), γj(13) = (0, h2/2, 0), γj(12) = (0, 0, h3/2).
(29)

С учетом (29) система (9) сводится к уравнениям

(A∗
11 − a)h1 + A∗

66h2 + A∗
55h3 = 0,

A∗
66h1 + (A∗

22 − a)h2 + A∗
44h3 = 0, A∗

55h1 + A∗
44h2 + (A∗

33 − a)h3 = 0.
(30)

Здесь a11 = a22 = a33 = a, a23 = a13 = a12 = 0 и A∗
ik — матрица, соответствующая тензору

Ai(kl)j [14].
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Из (30) следует, что a — собственное значение, hj — собственный вектор симметрич-
ной матрицы

A∗
ij =

 A∗
11 A∗

66 A∗
55

A∗
66 A∗

22 A∗
44

A∗
55 A∗

44 A∗
33

 . (31)

Поэтому матрица (31) должна иметь представление через собственные значения и векто-
ры:

A∗
ij = a1hi1hj1 + a2hi2hj2 + a3hi3hj3, (32)

где hip — ортогональная матрица [15]:

hip =



1√
3

−(1 + c)√
3[1 + (c− 1)2 + c2]

c− 1√
1 + (c− 1)2 + c2

1√
3

2− c√
3[1 + (c− 1)2 + c2]

−c√
1 + (c− 1)2 + c2

1√
3

2c− 1√
3[1 + (c− 1)2 + c2]

1√
1 + (c− 1)2 + c2


. (33)

Здесь c — произвольный действительный параметр и, очевидно, h1p+h2p+h3p = 0, p = 2, 3.
Полная матрица A∗

ik [14] в данном случае имеет вид

A∗
ik =


A∗

11
a A∗

22 sym
a a A∗

33
0 0 0 A∗

44
0 0 0 0 A∗

55
0 0 0 0 0 A∗

66

 , (34)

где диагональные элементы задаются формулами (31)–(33), а величина a может прини-
мать значения a2 или a3. С учетом (34) оператор (1) будет следующим:

Lij =

 A∗
11∂11 + a(∂22 + ∂33)− ρ∂44 A∗

66∂12 A∗
55∂13

A∗
66∂21 a∂11 + A∗

22∂22 + a∂33 − ρ∂44 A∗
44∂23

A∗
55∂31 A∗

44∂32 a(∂11 + ∂22) + A∗
33∂33 − ρ∂44

 .

(35)

Несложно проверить, что если выполняются уравнения (30), то вектор (28) является соб-
ственным для оператора (35), при этом D2 = a∂kk − ρ∂44. Очевидно, что при любом на-
правлении волновой нормали nk (∂k) вектор (28) есть вектор смещения чисто поперечной
волны, при этом фазовая скорость ρv2 = a2nknk = a2 или ρv2 = a3nknk = a3 в зависимости

от того, какой столбец в (33) — hi2 или hi3 — выбираем в качестве hi в (28).
По (34) находим (см. [14]) матрицу Aij модулей упругости [1] в законе Гука

Aij =


A∗

11
A∗

66 − a A∗
22 sym

A∗
55 − a A∗

44 − a A∗
33

0 0 0 2a
0 0 0 0 2a
0 0 0 0 0 2a

 , (36)
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где a = a2 или a = a3. Отметим, что оператор (35) (соответственно, материал (36)) не
допускает чисто продольной волны tj1 = ∂j при любом направлении волновой нормали.
Это возможно для изотропного материала с оператором (2) (см. формулы (17), (26)) и для
анизотропного материала, данного в [4–6, 9].

Так как в (36) величина a может иметь два значения — a = a2 или a = a3, то (36)
представляет собой матрицу, которой соответствуют два варианта материалов. Очевидно,
это подклассы ортотропных материалов.

С учетом формул (30)–(33) можно показать, что векторы hip (p = 1, 2, 3) в (33)
являются собственными и для первой четверти матрицы (36). Отсюда получаем, что ма-
териалы (36) имеют собственные модули [15]

λ1 = a1 − 2a2, λ2 = 2a2, λ3 = a2 + a3, λ4 = λ5 = λ6 = 2a2 (37)

или

λ1 = a1 − 2a3, λ2 = a2 + a3, λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = 2a3 (38)

и собственные состояния [15]

tip =



1√
3

−(1 + c)√
3[1 + (c− 1)2 + c2]

c− 1√
1 + (c− 1)2 + c2

0 0 0

1√
3

2− c√
3[1 + (c− 1)2 + c2]

−c√
1 + (c− 1)2 + c2

0 0 0

1√
3

2c− 1√
3[1 + (c− 1)2 + c2]

1√
1 + (c− 1)2 + c2

0 0 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


. (39)

Из (39) следует, что среди собственных состояний есть шаровой тензор и пять ортогональ-
ных девиаторов, три из которых — тензоры чистых сдвигов, т. е. девиаторы с нулевым
определителем. Но при некоторых значениях параметра c может быть и четыре тензора
чистых сдвигов.

Для физической реальности материалов (36) собственные модули (37), (38) должны
быть положительными.Отсюда следуют необходимые и достаточные условия положитель-
ной определенности матрицы (36)

a1 − 2a2 > 0, a2 + a3 > 0, a2 > 0;
(40)

a1 − 2a3 > 0, a2 + a3 > 0, a3 > 0.

С учетом кратности собственных модулей (37), (38) материалы вида (36) запишем
так:

Aij = (λ1 − λ2)ti1tj1 + (λ3 − λ2)ti3tj3 + λ2δij ;

Aij = (λ1 − λ3)ti1tj1 + (λ2 − λ3)ti2tj2 + λ3δij .
(41)

Здесь собственные модули λ1, λ2, λ3 даются формулами (37), (38), а собственные состояния
ti1, ti2, ti3 — формулами (39). В (41) модули λ1, λ2, λ3 не упорядочены, т. е. их нумерация
соответствует обозначениям (37), (38). В зависимости от соотношений между модулями
λ1, λ2, λ3 материалы вида (41) могут быть классов {1, 1, 4}, {1, 4, 1}, {4, 1, 1} [16].

Таким образом, анизотропные материалы (41), проводящие чисто поперечные вол-
ны (28) при любом направлении волновой нормали nk, зависят от четырех параметров:
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a1, a2, a3, c. Первые три из них удовлетворяют неравенствам (40), а параметр c, опре-
деляющий собственные состояния (39), может принимать произвольные действительные
значения. Если в (37), (38) a2 = a3, то материалы вида (36), (41) становятся изотропными.

Матрица aij коэффициентов податливости, обратная Aij (41), будет следующей:

aij =
( 1

λ1
− 1

λ2

)
ti1tj1 +

( 1

λ3
− 1

λ2

)
ti3tj3 +

1

λ2
δij ;

aij =
( 1

λ1
− 1

λ3

)
ti1tj1 +

( 1

λ2
− 1

λ3

)
ti2tj2 +

1

λ3
δij .

(42)

Используя (42), найдем технические постоянные [17, 18] для этих материалов. Объемный
модуль K запишем как

1

K
= aiikk = tiipq

1

λpqrs
tkkrs =

=
1

λ1
t2ii11 +

1

λ2
t2ii22 +

1

λ3
t2ii33 +

1

λ4
2t2ii23 +

1

λ5
2t2ii13 +

1

λ6
2t2ii12. (43)

Здесь aijkl — тензор коэффициентов податливости, соответствующий матрице aij ;

tij11, . . . ,
√

2tij12 — тензоры собственных состояний, соответствующие столбцам ti1, . . . , ti6
в (39); λpqrs — диагональный тензор собственных модулей. Так как tij11 = δij/

√
3,

tii11 =
√

3 и остальные собственные состояния — девиаторы, т. е. tiipq = 0, pq 6= 11,
то из (37), (38), (43) находим 3K = λ1 = a1 − 2a2 или 3K = λ1 = a1 − 2a3.

Пусть ni, mi (i = 1, 2, 3) — два ортогональных направления: nini = 1, mimi = 1,
nimi = 0. Обозначим

ñi = (n2
1, n2

2, n2
3,
√

2 n2n3,
√

2 n1n3,
√

2 n1n2),

m̃i = (m2
1, m2

2, m2
3,
√

2 m2m3,
√

2 m1m3,
√

2 m1m2), (44)

ñmi = (n1m1, n2m2, n3m3,
√

2(n2m3+n3m2)/2,
√

2(n1m3+n3m1)/2,
√

2(n1m2+n2m1)/2),

т. е. (44) — это векторы, соответствующие симметричным тензорам ninj , mimj , n(imj).
Модуль Юнга En в направлении ni представляется так:

1

En
= ninjaijklnknl = ninjtijpq

1

λpqrs
tklrsnknl =

=
1

λ1
(tij11ninj)

2 +
1

λ2
(tij22ninj)

2 +
1

λ3
(tij33ninj)

2 +

+
1

λ4
2(tij23ninj)

2 +
1

λ5
2(tij13ninj)

2 +
1

λ6
2(tij12ninj)

2 =

= ñiaijñj =
1

λ1
(ti1ñi)

2 +
1

λ2
(ti2ñi)

2 +
1

λ3
(ti3ñi)

2 +

+
1

λ4
(ti4ñi)

2 +
1

λ5
(ti5ñi)

2 +
1

λ6
(ti6ñi)

2. (45)

С учетом (37)–(39), (42), (44) из (45) находим

1

En
=

4a2 − a1

2a2(a1 − 2a2)
(ti1ñi)

2 +
a2 − a3

2a2(a2 + a3)
(ti3ñi)

2 +
1

2a2
=

=
a1 − a2

3a2(a1 − 2a2)
+

a2 − a3

2a2(a2 + a3)

[(c− 1)n2
1 − cn2

2 + n2
3]

2

1 + (c− 1)2 + c2
;
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1

En
=

4a3 − a1

2a3(a1 − 2a3)
(ti1ñi)

2 +
a3 − a2

2a3(a2 + a3)
(ti2ñi)

2 +
1

2a3
=

=
a1 − a3

3a3(a1 − 2a3)
+

a3 − a2

2a3(a2 + a3)

[−(1 + c)n2
1 + (2− c)n2

2 + (2c− 1)n2
3]

2

3[1 + (c− 1)2 + c2]
.

Коэффициент Пуассона νmn в направленииmi при растяжении в направлении ni имеет

вид

νmn

En
= mimjaijklnknl = mimjtijpq

1

λpqrs
tklrsnknl =

=
1

λ1
(tij11mimj)(tkl11nknl) +

1

λ2
(tij22mimj)(tkl22nknl) +

1

λ3
(tij33mimj)(tkl33nknl) +

+
1

λ4
2(tij23mimj)(tkl23nknl) +

1

λ5
2(tij13mimj)(tkl13nknl) +

1

λ6
2(tij12mimj)(tkl12nknl) =

= m̃iaijñj =
1

λ1
(ti1m̃i)(tj1ñj) +

1

λ2
(ti2m̃i)(tj2ñj) +

1

λ3
(ti3m̃i)(tj3ñj) +

+
1

λ4
(ti4m̃i)(tj4ñj) +

1

λ5
(ti5m̃i)(tj5ñj) +

1

λ6
(ti6m̃i)(tj6ñj). (46)

С учетом (37)–(39), (42), (44) из (46) получаем

νmn

En
=

4a2 − a1

2a2(a1 − 2a2)
(ti1m̃i)(tj1ñj) +

a2 − a3

2a2(a2 + a3)
(ti3m̃i)(tj3ñj) =

=
4a2 − a1

6a2(a1 − 2a2)
+

a2 − a3

2a2(a2 + a3)

[(c− 1)m2
1 − cm2

2 + m2
3][(c− 1)n2

1 − cn2
2 + n2

3]

1 + (c− 1)2 + c2
;

νmn

En
=

4a3 − a1

2a3(a1 − 2a3)
(ti1m̃i)(tj1ñj) +

a3 − a2

2a3(a2 + a3)
(ti2m̃i)(tj2ñj) =

=
4a3 − a1

6a3(a1 − 2a3)
+

a3 − a2

2a3(a2 + a3)
×

× [−(1 + c)m2
1 + (2− c)m2

2 + (2c− 1)m2
3][−(1 + c)n2

1 + (2− c)n2
2 + (2c− 1)n2

3]

3[1 + (c− 1)2 + c2]
.

Модуль сдвига µnm между площадками с нормалями ni и mi запишем как

1

4µnm
= nimjaijklnkml = nimjtijpq

1

λpqrs
tklrsnkml =

=
1

λ1
(tij11nimj)

2 +
1

λ2
(tij22nimj)

2 +
1

λ3
(tij33nimj)

2 +

+
1

λ4
2(tij23nimj)

2 +
1

λ5
2(tij13nimj)

2 +
1

λ6
2(tij12nimj)

2 =

= ñmiaijñmj =
1

λ1
(ti1ñmi)

2 +
1

λ2
(ti2ñmi)

2 +
1

λ3
(ti3ñmi)

2 +

+
1

λ4
(ti4ñmi)

2 +
1

λ5
(ti5ñmi)

2 +
1

λ6
(ti6ñmi)

2. (47)
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С учетом (37)–(39), (42), (44) из (47) находим

1

4µnm
=

4a2 − a1

2a2(a1 − 2a2)
(ti1ñmi)

2 +
a2 − a3

2a2(a2 + a3)
(ti3ñmi)

2 +
1

2a2
(ñmi)(ñmi) =

=
1

4a2
+

a2 − a3

2a2(a2 + a3)

[(c− 1)n1m1 − cn2m2 + n3m3]
2

1 + (c− 1)2 + c2
;

1

4µnm
=

4a3 − a1

2a3(a1 − 2a3)
(ti1ñmi)

2 +
a3 − a2

2a3(a2 + a3)
(ti2ñmi)

2 +
1

2a3
(ñmi)(ñmi) =

=
1

4a3
+

a3 − a2

2a3(a2 + a3)

[−(1 + c)n1m1 + (2− c)n2m2 + (2c− 1)n3m3]
2

3[1 + (c− 1)2 + c2]
.

Таким образом, все технические постоянные для материалов (36), (41), (42) найдены в

самом общем виде.
Разложение матриц (36), (41) на инвариантные неприводимые части можно получить

по формулам, данным в [10]. В частности, постоянные Ламе ближайших к (41) изотропных
материалов будут следующими:

λ = (2Asskk − Askks)/15 = (5λ1 − 4λ2 − λ3)/15 = (5a1 − 19a2 − a3)/15,

2µ = (3Askks − Asskk)/15 = (4λ2 + λ3)/5 = (9a2 + a3)/5;

λ = (5λ1 − λ2 − 4λ3)/15 = (5a1 − a2 − 19a3)/15, 2µ = (λ2 + 4λ3)/5 = (a2 + 9a3)/5.

Уравнения (30) допускают еще одно решение, когда в представлении (32) только один
собственный вектор, например hi3, удовлетворяет условию h13 + h23 + h33 = 0. При этом
в (36) a = a3, а во второй формуле (41) собственные модули λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 = λ4 = λ5 =
λ6 = 2a3 > 0 — независимые величины, причем собственные состояния tip имеют вид [15]

tip =



1√
1+c23+(1+c1(c3−1))2

−[c3+(1+c1(c3−1))c1]√
[1+c23+(1+c1(c3−1))2][1+(c1−1)2+c21]

c1−1√
1+(c1−1)2+c21

0 0 0

c3√
1+c23+(1+c1(c3−1))2

1−(1+c1(c3−1))(c1−1)√
[1+c23+(1+c1(c3−1))2][1+(c1−1)2+c21]

−c1√
1+(c1−1)2+c21

0 0 0

1+c1(c3−1)√
1+c23+(1+c1(c3−1))2

c3(c1−1)+c1√
[1+c23+(1+c1(c3−1))2][1+(c1−1)2+c21]

1√
1+(c1−1)2+c21

0 0 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


,

(48)

где c1, c3 — произвольные действительные параметры. Таким образом, в этом случае
анизотропный материал (41), проводящий чисто поперечную волну (28) при любом на-
правлении волновой нормали nk, зависит от пяти параметров: λ1, λ2, a3, c1, c3.

С использованием (36), (41), (48) можно проверить, что матрица (31) имеет собствен-
ные вектор hi3 = ti3 (i = 1, 2, 3) и значение a3. Собственные векторы hi1, hi2 в (32) имеют
структуру векторов ti1, ti2 (i = 1, 2, 3) в (48), но с другим параметром c3. Значения a1, a2

в (32) нет необходимости вычислять. При c3 = 1 матрица (48) переходит в матрицу (39).
Технические постоянные в случае (41), (48) также вычисляются по формулам (43),

(45)–(47). Постоянные Ламе ближайшего изотропного материала следующие:

λ = [(λ1 − 2a3)(2t
2
kk11 − 1) + (λ2 − 2a3)(2t

2
kk22 − 1)]/15,

2µ = [(λ1 − 2a3)(3− t2kk11) + (λ2 − 2a3)(3− t2kk22)]/15 + 2a3.
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В работе [4] в качестве примера анизотропного материала, проводящего чисто попе-
речные волны при любом направлении волновой нормали, приводится следующий:

Aijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) + Hijδkl + Hklδij = Ais
ijkl + Hijδkl + Hklδij , (49)

где Ais
ijkl — изотропная часть, аHij = H(ij) — девиатор: Hii = 0. В главных осях девиатора

Hij тензору (49) соответствует матрица Aij модулей упругости

Aij =


λ + 2µ + 2H1

λ−H3 λ + 2µ + 2H2 sym
λ−H2 λ−H1 λ + 2µ + 2H3

0 0 0 2µ
0 0 0 0 2µ
0 0 0 0 0 2µ

 , (50)

H1 + H2 + H3 = 0.

Материал (50) является частным случаем материалов вида (36), (41), (48). Собствен-
ные модули λp, состояния tip и параметры c1, c3 для (50) следующие:

λ1 = 2µ + [3λ +
√

3(3λ2 + 4HiHi)]/2 = 2µ + λ̃1,

λ2 = 2µ + [3λ−
√

3(3λ2 + 4HiHi)]/2 = 2µ + λ̃2,

λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = 2µ;

tip =



H1 + λ̃1/3√
HsHs + λ̃2

1/3

H1 + λ̃2/3√
HsHs + λ̃2

2/3

H3 −H2√
3HsHs

0 0 0

H2 + λ̃1/3√
HsHs + λ̃2

1/3

H2 + λ̃2/3√
HsHs + λ̃2

2/3

H1 −H3√
3HsHs

0 0 0

H3 + λ̃1/3√
HsHs + λ̃2

1/3

H3 + λ̃2/3√
HsHs + λ̃2

2/3

H2 −H1√
3HsHs

0 0 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1



;

c1 =
H3 −H1

H2 −H1
, c3 =

H2 + λ̃1/3

H1 + λ̃1/3
.

Матрица (50) будет положительно-определенной, если выполняются необходимые и доста-
точные условия

2µ(3λ + 2µ) > 3(H2
1 + H2

2 + H2
3 ), µ > 0.

Представляет интерес найти кроме материалов вида (36), (41) и другие анизотропные
материалы, допускающие чисто поперечные волны, например когда вектор смещения вол-
ны содержит септор Smkl (см. (25), (26)). Для этого надо решить систему уравнений (10)
и исследовать свойства септора, но это — предмет дальнейшей работы.
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