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Проведено математическое моделирование нестационарных режимов естественной конвекции  
в замкнутой цилиндрической области с теплопроводной оболочкой конечной толщины при наличии 
локального источника тепла в условиях конвективного теплообмена с окружающей средой. Математиче-
ская модель построена в безразмерных переменных “функция тока ⎯ вектор завихренности скорости ⎯ 
температура” в цилиндрической системе координат. Детально проанализировано влияние числа Рэлея 
104 ≤ Ra ≤ 106, фактора нестационарности 0 < τ < 300, относительного коэффициента теплопроводности 
λ2,1 = 5,7⋅10−4, 4,3⋅10−2 и размеров источника энергии как на локальные характеристики (линии тока и 
поля температуры), так и на интегральный комплекс (среднее число Нуссельта на характерных грани-
цах). Установлены термогидродинамические особенности, обусловленные геометрией объекта иссле-
дования. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Тепловая гравитационная конвекция в вертикальных цилиндрических облас-
тях во многих технических приложениях [1−8] является определяющим механиз-
мом формирования рабочих режимов переноса массы, импульса и энергии. Это 
явление играет важную роль при проектировании современных элементов элек-
тронной техники [1, 2], в случае аварийного охлаждения ядерного или химическо-
го реакторов [3, 4], при исследовании процессов тепломассопереноса в криоген-
ных топливных баках [5−9]. В работах [9−11] подробно проанализированы режи-
мы конвективного теплопереноса в замкнутых вертикальных цилиндрических ем-
костях для условий, когда подводимые к жидкости тепловые потоки равномерно 
распределены в зоне основания, по боковой и свободной поверхностям. Простран-
ственно-временная структура конвекции при синусоидальном распределении 
теплового потока на боковой стенке вертикального цилиндра отражена в [12]. 

                                                 
* Работа выполнена при финансовой поддержке Президента РФ (МК-396.2010.8) и РФФИ (грант № 11-
08-00490-а). 
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Сопряженная задача естественной конвекции в частично заполненном жидкостью 
вертикальном цилиндрическом баке в условиях подвода равномерного теплового 
потока к внешней стороне боковой стенки и одновременного отвода тепла через 
локальные стоки, расположенные в боковой стенке бака, проанализирована в [13]. 
Математическое моделирование нестационарного процесса охлаждения однород-
ной жидкости в вертикальном цилиндре в результате импульсного понижения 
температуры боковых стенок [6] показало, что нестационарный и квазистационар-
ный режимы течения имеют различные термогидродинамические структуры,  
отражающие условия протекания процесса. Влияние угла наклона цилиндрической 
емкости на режимы термогравитационной конвекции исследовано в [7]. В боль-
шинстве работ, посвященных анализу естественной конвекции в вертикальных 
цилиндрических емкостях [1−12], пренебрегают влиянием конечной толщины теп-
лопроводных стенок на режимы течения, что может приводить к появлению зна-
чительной погрешности как в локальных, так и в интегральных параметрах задачи 
[14, 15].  

Целью настоящей работы является математическое моделирование неста-
ционарных режимов естественной конвекции в вертикальной цилиндрической  
емкости с теплопроводными стенками конечной толщины при наличии локального 
источника энергии в основании области в условиях конвективного теплообмена  
с окружающей средой. Проведенное исследование также позволяет установить 
термогидродинамические особенности, обусловленные геометрией задачи, а имен-
но, оценить влияние скругления углов прямоугольной области [16, 17] на режимы 
течения и переноса тепла. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  МОДЕЛЬ 

Рассматривается тепловая гравитационная конвекция вязкой, несжимаемой, 
теплопроводной, ньютоновской жидкости в вертикальной цилиндрической облас-
ти с теплопроводными стенками конечной толщины при наличии локального  
источника энергии постоянной температуры в основании объекта исследования 
(рис. 1). Извне боковая поверхность цилиндрической области контактирует с окру-
жающей средой. Внешние границы верхней и нижней стенок теплоизолированы. 

 
 
Рис. 1. Область решения задачи: а ⎯ трехмерный объект исследования, b ⎯ сечение  
                                                                объекта θ = const. 

1 ⎯ стенки, 2 ⎯ газ, 3 ⎯ источник тепловыделения.
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Предлагаемая геометрия задачи и граничные условия позволяют исключить влия-
ние угла θ и проанализировать процесс переноса массы, импульса и энергии в се-
чении θ = const (рис. 1, b). При проведении вычислительных экспериментов пред-
полагалось, что теплофизические свойства материала стенок и газа не зависят от 
температуры, а режим течения является ламинарным.  

Процесс теплопереноса описывается системой нестационарных двумерных 
уравнений конвекции в приближении Буссинеска в безразмерных переменных 
“функция тока ⎯ вектор завихренности скорости ⎯ температура” в цилиндриче-
ских координатах в предположении 0Vθ =  и 0θ∂ ∂ =  в газовой полости [13, 18],  
а также нестационарным двумерным уравнением теплопроводности для элементов 
твердого материала [19]. 

В качестве масштабов расстояния, скорости, времени, температуры, функции 
тока и завихренности были выбраны ,rL  ,rg TLβ∆  ( ),rL g Tβ∆  hs 0 ,T T T∆ = −  

5 ,rg TLβ∆  .rg T Lβ∆  Безразмерные переменные имели вид: 

( ) ( )5
0

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,

r r r r z r

r r r

R r L Z z L U V g TL V V g TL

t g T L T T T g TL L g T

β β

τ β ψ β ω β

= = = ∆ = ∆

= ∆ Θ = − ∆ Ψ = ∆ Ω = ∆
 

где rL  ⎯ размер газовой полости по оси r (см. рис. 1), g ⎯ ускорение свободного 
падения, β ⎯ термический коэффициент объемного расширения, Т ⎯ температу-
ра, Т0 ⎯ начальная температура в области решения, hsT  ⎯ температура источника 
тепла, r, z ⎯ координаты цилиндрической системы координат, R, Z ⎯ безразмер-
ные координаты, соответствующие координатам r, z, rV  и zV  ⎯ составляющие 
вектора скорости в проекциях на оси r, z соответственно, U, V ⎯ безразмерные 
скорости, соответствующие скоростям rV  и ,zV  t ⎯ время, τ ⎯ безразмерное вре-
мя, Θ ⎯ безразмерная температура, ψ ⎯ функция тока, ω ⎯ вектор завихренности 
скорости, Ψ ⎯ безразмерный аналог функции тока, Ω ⎯ безразмерный аналог 
вектора вихря. 

Безразмерные уравнения в цилиндрических координатах для газа (2 на рис. 1) 
примут вид: 

2 2 ,R
R R
∂Ψ

∇ Ψ − = − Ω
∂

                                                 (1) 

( ) ( ) 2
2

Pr ,
Ra

U V
R Z RR

∂ Ω ∂ Ω∂Ω Ω ∂Θ⎛ ⎞+ + = ∇ Ω− +⎜ ⎟∂τ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
                         (2) 

( ) ( ) 21 ,
Ra Pr

U V U
R Z R

∂ Θ ∂ Θ∂Θ Θ
+ + = ∇ Θ−

∂τ ∂ ∂ ⋅
                             (3) 

− для твердых стенок (1 на рис. 1) 

1,2 2 .
Ra Pr

a∂Θ
= ∇ Θ

∂τ ⋅
                                               (4) 

Здесь 3
2Ra rg TL aβ= ∆ ν  ⎯ число Рэлея, ν ⎯ кинематический коэффициент вязко-

сти, 2Pr aν=  ⎯ число Прандтля, 1,2 1 2a a a=  ⎯ относительный коэффициент 
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температуропроводности, 1a  ⎯ коэффициент температуропроводности мате-
риала твердых стенок, 2a  ⎯ коэффициент температуропроводности газа, 

2
2

2
1 R
R R R Z

∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 ⎯ безразмерный оператор Лапласа. 

Начальные и граничные условия для сформулированной задачи (1)−(4) име-
ют вид: 

начальное условие: 

( ) ( ) ( ), ,0 , ,0 , ,0 0,X Y X Y X YΨ = Ω = Θ =  

за исключением источника тепла, на котором в течение всего процесса 1;Θ =  
граничные условия: 
− на границе 1 rR r L=  моделировался конвективный теплообмен с внешней 

средой 
( )eBi ;R∂Θ ∂ = Θ −Θ  

− на границах 10,  rZ z L=  для уравнения энергии заданы условия теплоизо-
ляции 

0;Z∂Θ ∂ =  

− на оси симметрии R = 0 реализуются условия вида [20] 

0;R∂Θ ∂ = Ω = Ψ =  

− на границе раздела твердого материала и газа R = 1: 

1 2
1 2 2,10,   0,   ,   ;

R R R
λ

∂Θ ∂Θ∂Ψ
Ψ = = Θ = Θ =

∂ ∂ ∂
 

− на внутренних границах раздела твердого материала и газа, параллель-
ных оси R: 

1 2
1 2 2,10,   0,   ,   .

Z Z Z
λ

∂Θ ∂Θ∂Ψ
Ψ = = Θ = Θ =

∂ ∂ ∂
 

Здесь 1Bi rLα λ=  ⎯ число Био материала твердой стенки, α ⎯ коэффици-
ент теплообмена между внешней средой и рассматриваемой областью решения, 

eΘ  ⎯ безразмерная температура окружающей среды, 2,1 2 1λ λ λ=  ⎯ относитель-

ный коэффициент теплопроводности, 1λ  ⎯ коэффициент теплопроводности мате-
риала твердой стенки, 2λ  ⎯ коэффициент теплопроводности газа. 

Краевая задача (1)−(4) с соответствующими начальными и граничными усло-
виями решена методом конечных разностей [20−22] на равномерной сетке 200×200 
с использованием неявной двухслойной схемы. 

РЕЗУЛЬТАТЫ  ЧИСЛЕННОГО  МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Численные исследования проведены при следующих значениях безразмер-
ных параметров: 4 610 Ra 10 ,≤ ≤  Pr 0,7,=  0 300,τ< <  4 2

2,1 5,7 10 ,   4,3 10 .λ − −= ⋅ ⋅  
Проанализировано влияние основных комплексов, характеризующих процесс,  
а также проведено сопоставление полученных результатов с решениями аналогич-
ной задачи, но для прямоугольной области в декартовой системе координат  
в плоском [16] и пространственном [17] случаях. 
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Влияние числа Рэлея 

На рис. 2 представлены линии тока и поля температуры при 2
2,1 4,3 10 ,λ −= ⋅   

τ = 300, соответствующие различным значениям числа Рэлея, в сечении области 
решения θ = const. 

 
 

Рис. 2. Линии тока Ψ и поля температуры Θ при λ2,1 = 4,3⋅10−2, τ = 300,  
                                            Ra = 104 (а), 105 (b), 106 (c).
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В режиме сопряженного теплопереноса при 4Ra 10=  (см. рис. 2, а) в рассмат-
риваемом сечении газовой полости образуется одна конвективная ячейка,  
обусловленная, в первую очередь, воздействием источника энергии. Ядро этого 
циркуляционного течения располагается в верхней части полости, что характери-
зует интенсификацию конвективного движения в этой зоне вследствие наличия 
существенного температурного напора. Последнее подтверждается распределени-
ем температуры ⎯ в верхней части газовой полости наблюдается наиболее значи-
тельное продвижение фронта пониженной температуры от границы 1 .rR r L=  
Увеличение числа Рэлея в 10 раз (см. рис. 2, b) проявляется в снижении макси-
мального значения функции тока в ядре вихря, что обусловлено повышением тем-
пературы в полости. Развивающийся термический факел над источником тепла 
препятствует распространению холодной волны и, тем самым, приводит к пони-
жению градиента температуры в этой зоне. Дальнейший рост Ra отражается в бо-
лее ощутимом прогреве полости и, как следствие, уменьшении интенсивности 
конвективной ячейки. Динамику влияния числа Рэлея на интенсивность конвекции 
можно проследить по значениям max :Ψ  4 5 6Ra 10 Ra 10 Ra 100,089 0,073 0,035 .= = => >  

На рис. 3 представлены профили температуры при различных значениях чис-
ла Рэлея на оси симметрии (а) и в поперечном сечении Z = 2 (b). Увеличение роли 
подъемной силы проявляется в повышении температуры как в газовой полости, 
так и верхнем элементе твердого материала. Максимальная температура достигается 
на оси симметрии вследствие формирования термического факела. Локальное  
повышение Θ в зоне 0,6 1,0R< <  при Z = 2 (рис. 3, b) обусловлено наличием нисхо-

дящих газовых потоков, кинетическая 
энергия которых незначительно уменьша-
ется по сравнению с восходящим потоком. 

Распределения вертикальной компо-
ненты скорости в сечении Z = 2 (рис. 4) 
при различных Ra характеризуют интен-
сивность восходящих и нисходящих га-
зовых потоков. На оси симметрии с рос-
том числа Рэлея происходит понижение 
скорости, что объясняется уменьшением 

 
 

Рис. 3. Профили температуры при λ2,1 = 4,3⋅10−2, τ = 300, R = 0 (а), Z = 2 (b),  
                                                 Ra = 104 (1), 105 (2), 106 (3).

 

Рис. 4. Профили вертикальной компоненты 
скорости при λ2,1 = 4,3⋅10−2, τ = 300, Z = 2,  
              Ra = 104 (1), 105 (2), 106 (3). 
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перепада температур. Вблизи правой 
стенки увеличение Ra приводит к 
уменьшению толщины динамического 
пограничного слоя, что проявляется в 
сокращении размеров зоны значитель-
ного перепада скорости. Формирование 
небольшой площадки 0V ≈  при 

6Ra 10=  в зоне 0, 4 0,7R< <  можно 
объяснить преобладанием кондуктивно-
го механизма переноса тепла в данной подобласти. 

Проведен анализ влияния числа Рэлея на среднее число Нуссельта 
1

avg
30

Nu
Z

dR
Z =

∂Θ
=

∂∫  на границе раздела твердой стенки и газовой полости Z = 3. 

Рис. 5 наглядно демонстрирует увеличение обобщенного коэффициента теп-
лообмена на анализируемой границе раздела с ростом числа Рэлея при фиксиро-
ванных значениях времени и относительного коэффициента теплопроводности. 
Рост среднего числа Нуссельта обусловлен увеличением градиента температуры 
на границе Z = 3. 

Влияние фактора нестационарности 

На рис. 6 представлены профили температуры при 2 5
2,1 4,3 10 ,   Ra 10λ −= ⋅ =  

на оси симметрии (а) и в сечении Z = 2 (b) в различные моменты времени. 
Возрастание безразмерного времени проявляется в повышении температуры 

непосредственно под источником энергии. На оси симметрии Θ уменьшается,  
поскольку происходит интенсивное охлаждение газовой полости со стороны  
окружающей среды (рис. 2, b). Заметно при этом незначительное увеличение  
температуры в верхнем элементе твердого материала, обусловленное меньшей 
скоростью продвижения фронта пониженной температуры в ограждающей стенке 

 

Рис. 5. Зависимость среднего числа Нуссельта 
от числа Рэлея при τ = 300, λ2,1 = 5,7⋅10−4 (1), 
                              4,3⋅10−2 (2). 

 
 

Рис. 6. Профили температуры при λ2,1 = 4,3⋅10−2, Ra = 105: R = 0 (а), Z = 2 (b), τ = 30 (1), 
                                                               120 (2), 270 (3).
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по сравнению с газовой полостью. Профили температуры в сечении Z = 2  
подтверждают описанное выше. Необходимо отметить, что интенсивность  
продвижения волны низкой температуры можно оценить степенью уменьшения Θ 
в выбранном сечении за рассматриваемый промежуток времени. 

На рис. 7 представлена динамика профилей вертикальной компоненты скоро-
сти с ростом безразмерного времени. Вследствие понижения температуры в газо-
вой полости совместно с увеличением температурного напора наблюдается рост 
интенсивности конвективного течения как на оси симметрии, так и вблизи стенки. 
Фактор нестационарности также отражается и на масштабах нисходящего потока 
вблизи стенки. С увеличением τ размеры этого течения уменьшаются. 

Изменения среднего числа Нуссельта на границе Z = 3 с ростом τ показаны  
на рис. 8. Необходимо отметить, что в режиме конвективного теплопереноса 

4Ra 10=  при τ = 300 происходит термодинамическое установление процесса 

4avg Ra 10
Nu 1,29.

=
=  С ростом числа Рэлея время достижения стационарного состоя-

ния увеличивается. 

Влияние относительного коэффициента теплопроводности 

Наличие теплопроводных стенок конечной толщины может существенным 
образом модифицировать как локальные распределения термогидродинамических 
параметров, так и интегральные [14, 15]. При этом, как показали исследования [15], 
в случае газовой полости, ограниченной твердыми стенками конечной толщины, 
относительное отклонение может достигать 50 %. Такие изменения, несомненно, 
необходимо учитывать при проектировании и создании технологического обору-
дования. 

На рис. 9 представлены профили температуры и вертикальной компоненты 
скорости при различных значениях относительного коэффициента теплопроводно-
сти в режиме конвективного теплопереноса при 5Ra 10= , τ = 300. 

Увеличение 2,1λ  соответствует уменьшению коэффициента теплопроводно-
сти материала твердых стенок, что проявляется в понижении скорости распро-
странения тепловой волны в твердом элементе. Снижение Θ в стенках приводит  
к уменьшению температуры в полости, поскольку в сопряженных задачах конвек-
тивного теплопереноса изменения температуры в газе и в ограждающих стенках 

 
 
Рис. 7. Профили вертикальной компонен-
ты скорости при λ2,1 = 4,3⋅10−2, Z = 2,  
     Ra = 105, τ = 30 (1), 120 (2), 270 (3).

 
 
Рис. 8. Зависимость среднего числа Нус-
сельта от времени τ при λ2,1 = 4,3⋅10−2, 
            Ra = 104 (1), 105 (2), 106 (3). 
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неразрывно связаны. Необходимо отметить, что представленные распределения 
отражают влияние не только 2,1λ , но и фактора нестационарности. Заметно нали-

чие положительной разности температур для 2
2,1 4,3 10λ −= ⋅  и 4

2,1 5,7 10λ −= ⋅   
в верхнем элементе твердого материала, что обусловлено недостаточным воздействи-
ем окружающей среды при τ = 300. Модификации поля температуры отражаются на 
значениях обобщенного коэффициента теплообмена на границе раздела сред Z = 3 
(см. рис. 5). Уменьшение среднего числа Нуссельта с ростом 2,1λ  на границе Z = 3 
обусловлено увеличением температуры в верхней стенке (см. рис. 9, а), что приво-
дит к падению градиента температуры на внутренней поверхности этого элемента. 

Профили вертикальной компоненты скорости также изменяются (см. рис. 9, b).  
В результате увеличения 2,1λ  абсолютные значения V увеличиваются, что объяс-

няется ростом температурного напора в полости. Наиболее заметные изменения  
в профилях вертикальной компоненты скорости происходят вблизи стенки цилин-
дрической области. 

Влияние размеров источника энергии 

Одной из основных сложностей при конструировании элементов радиоэлек-
тронной аппаратуры и электронной техники является отсутствие как полной кар-
тины по распределениям локальных термогидродинамических характеристик  
в рабочей полости, так и величин тепловых потоков на чувствительных электрон-
ных элементах при изменении размеров тепловыделяющих источников [23, 24].  
На рис. 10 представлены профили температуры и скорости при 5Ra 10= , τ = 300, 

2
2,1 4,3 10λ −= ⋅  в поперечном сечении Z = 2,5. 

Увеличение радиуса нагревательного элемента в два раза приводит к повы-
шению средней температуры в полости в 1,3 раза. На рис. 10, а заметно незначи-
тельное уменьшение толщины теплового пограничного слоя вблизи твердой стен-
ки R = 1. Вертикальная компонента скорости V также несколько изменяется 
(cм. рис. 10, b) ⎯ наблюдается локальное повышение скорости в центре полости,  
а также увеличение интенсивности нисходящих газовых потоков вблизи стенки. 

 
 
Рис. 9. Профили температуры на оси симметрии (a) и вертикальной компоненты скорости 
        в сечении Z = 2 (b) при Ra = 105, τ = 300 и значениях λ2,1 = 5,7⋅10−4 (1), 4,3⋅10−2 (2). 
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Влияние геометрии объекта 

Наиболее интересным представляется влияние геометрии исследуемого объ-
екта на режимы течения и теплоперенос. Ранее был проведен подобный анализ для 
прямоугольных областей как в плоском [16], так и в пространственном [17] случа-
ях. В настоящей работе акцент сделан на исследования режимов переноса массы, 
импульса и энергии в цилиндрической области. Все геометрические размеры и 
теплофизические характеристики сред идентичны, отличия заключаются в форме 
анализируемых объектов. На рис. 11 представлены профили температуры для раз-
личных моделей на оси симметрии (см. рис. 11, а) и в сечении Z = 2,5 (рис. 11, b). 
Сравнивая представленные распределения, можно утверждать, что в случае цилинд-
рической области прогрев твердой стенки, на которой находится тепловыделяю-
щий элемент постоянной температуры, не такой интенсивный, а в газовой полости 
температура на оси симметрии выше только в случае пространственной модели.  
В поперечном сечении Z = 2,5 наблюдаются существенные расхождения, отра-
жающие наличие более низких значений температуры в случае вертикального  
цилиндра, обусловленные влиянием геометрии области на режимы течения. Необ-
ходимо отметить, что отличия в поле температуры приводят к соответствующим 

 
 
Рис. 10. Профили температуры (а) и вертикальной компоненты скорости (b) при  
                       Ra = 105, τ = 300, λ2,1 = 4,3⋅10−2, Z = 2,5, lhs/Lr = 0,3 (1), 0,6 (2). 

 
 

Рис. 11. Профили температуры при Ra = 105, τ = 90, λ2,1 = 5,7⋅10−4: R = 0 (a), Z = 2,5 (b). 
1 ⎯ цилиндрического, 2 ⎯ 2D декартова, 3 ⎯ 3D декартова системы координат. 
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отклонениям по интегральному коэффи-
циенту теплообмена на характерных гра-
ницах раздела сред. 

Сравнение профилей вертикальной 
компоненты скорости представлено  
на рис. 12. На оси симметрии скорость  
в случае цилиндрической области наи-
большая, а вблизи стенки значение ⏐V⏐ 
уступает абсолютной величине скорости в случае прямоугольной области в плоской 
постановке. 

Необходимо отметить, что поперечный размер зоны нисходящих потоков 
вблизи правой стенки в случае цилиндрической области и параллелепипеда отли-
чаются незначительно. Суммируя описанное выше, можно утверждать, что  
использование вертикальных цилиндров в качестве базовых форм для узлов и бло-
ков радиоэлектронной аппаратуры и электронной техники наиболее привлекатель-
но вследствие повышения интенсивности циркуляции газа внутри области и суще-
ственного понижения рабочих температур. Последнее позволяет значительно уве-
личить срок эксплуатации электронных приборов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Численно решена нестационарная задача тепловой гравитационной конвек-
ции в замкнутом вертикальном цилиндре с теплопроводными стенками конечной 
толщины при наличии локального источника энергии постоянной температу-
ры, расположенного в нижней части полости, а также в условиях конвектив-
ного теплообмена с внешней средой на вертикальных стенках. Представлены 
распределения линий тока и поля температуры, отражающие влияние опреде-
ляющих комплексов в достаточно широком диапазоне: 4 610 Ra 10 ,≤ ≤  0 300,τ< <  

4 2
2,1 5,7 10 ,  4,3 10 .λ − −= ⋅ ⋅  Установлено, что использование цилиндрических облас-

тей для нужд микроэлектроники наиболее целесообразно вследствие наличия  
интенсивных конвективных течений и низких температур в газовой полости. 
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