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ПРИ ДИНАМИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ ПОВЕРХНОСТИ ПОДЗЕМНОЙ ВЫРАБОТКИ 
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Численно исследуется распространение поверхностных маятниковых волн при нестационар-
ном воздействии на свободную поверхность полости, находящейся в блочном полупрост-
ранстве. Предложена математическая модель нестационарного вязкоупругого деформиро-
вания блочной среды, основанная на представлении, что динамическое поведение блочной 
среды может быть приближенно описано как движение жестких блоков за счет податливости 
прослоек между ними. Для описания вязкоупругого поведения межблочных прослоек 
используется модель внутреннего трения с коэффициентом добротности материала, как опре-
деляющим параметром. Среда моделируется трехмерной решеткой масс, соединенных упру-
гими пружинами и вязкими демпферами в осевых и диагональных направлениях. Проана-
лизировано влияние коэффициента добротности, а также глубины залегания полости в полу-
пространстве на амплитуды скоростей блоков для продольной и релеевской волны.  
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The propagation of surface pendulum waves under nonstationary loading on the free surface of a 
cavity located in a block half-space is studied numerically. A mathematical model of transient vis-
coelastic deformation of the block medium is proposed. This model is based on the idea that dynam-
ic behavior of the block medium can be approximately described as the movement of rigid blocks 
due to the compliance of interlayers between them. To describe the viscoelastic behavior of the in-
terlayers, an internal friction model is used with the merit factor of the material as the determining 
parameter. The medium is modeled by a three-dimensional lattice of masses connected by elastic 
springs and viscous dampers in axial and diagonal directions. The influence of the merit factor and 
the cavity depth on the amplitudes of block velocities on the surface of the half-space is investigated 
for the longitudinal and Rayleigh waves. 
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Согласно фундаментальной концепции М.А. Садовского [1], массив горных пород представ-
ляет собой систему блоков разного масштабного уровня, соединенных между собой прослой-
ками, состоящими из более слабых трещиноватых пород. Наличие прослоек с ослабленными 
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механическими свойствами приводит к тому, что деформирование блочного горного массива 
происходит преимущественно за счет их деформирования. Как показали лабораторные экспе-
рименты на физических моделях блочных сред [2 – 4], высокочастотные волны быстро зату-
хают и основное сейсмическое воздействие оказывают низкочастотные маятниковые волны, 
обладающие низкой скоростью распространения, большой длиной волны и слабым затуханием. 
В [4, 5] показано, что представление блоков как массивных жестких тел дает возможность опи-
сать низкочастотные волны, возникающие при ударном воздействии. В [5, 6] проведен теоре-
тический анализ влияния блочно-иерархической структуры породного массива на процесс рас-
пространения волн и спектральные характеристики возмущений и показано, что простую мо-
дель блочной среды можно получить, если считать блоки сосредоточенными массами, соеди-
ненными вязкоупругими пружинами. Различные варианты такой модели использованы для 
описания деформирования блочных сред в [4 – 9]. 

В данной работе блочная среда представлена как трехмерная решетка масс, соединенных 
пружинами и демпферами в осевых и диагональных направлениях координатных плоскостей. 
Для описания поведения межблочных прослоек используется модель внутреннего трения с ко-
эффициентом добротности Q как определяющим параметром, предложенная в [10]. 

ОДНОМЕРНАЯ МОДЕЛЬ БЛОЧНОЙ СРЕДЫ С УЧЕТОМ ВНУТРЕННЕГО ТРЕНИЯ 

Продемонстрируем модель блочной среды на примере одномерной цепочки масс. Блоки — 
жесткие тела массы M. Модель прослоек между ними состоит из двух элементов Максвелла и 
одного элемента Фойгта, соединенных параллельно [10]. Каждый из этих элементов состоит из 
пружины и демпфера, причем элементы Максвелла соединены последовательно, а элемент 
Фойгта — параллельно. Уравнения одномерного движения блоков с данной реологической мо-
делью прослоек имеет следующий вид: 
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где P(t) — действующая нагрузка, приложенная к блоку j = 0; ju  — перемещения жестких бло-
ков; k, 1k , 2k  — жесткости пружин в элементе Фойгта и в двух элементах Максвелла, соответ-
ственно; λ , 1λ , 2λ  — вязкости демпферов в элементе Фойгта и в двух элементах Максвелла. 
Здесь введены две дополнительные переменные jϕ  и jψ , зависящие от функции смещения uj . 

Применим преобразование Фурье по времени к уравнениям (1). В частотной области ω си-
ла, действующая на блок со стороны прослойки, может быть выражена формулой: 
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Внутреннее затухание в среде обычно определяется коэффициентом добротности материала 
Q(ω) или его обратной величиной 1( )Q ω− , который описывается формулой: 

 1 Im ( )( )
Re ( )

FQ
F
ωω
ω

− = , (2) 

где Re ( )F ω , Im ( )F ω  — действительная и мнимая части нормированной функции импеданса 
( )F ω  [11]. 
Чтобы связать параметры 1α , 2α , 1γ , 2γ  и β реологической модели с 1( )Q ω−  с помощью 

простых, не зависящих от частоты приближений, введены новые безразмерные параметры: 

1 1 0 2 2 0 1 1 max 2 2 max max 0 max
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , / , / , , /Q Q Qα α α α γ γ ω γ γ ω β βω ω ω ω= = = = = = , 

где maxω  — максимальная частота, представляющая интерес для моделирования; 0Q  — задан-
ный целевой коэффициент добротности материала. Переходя в выражении (2) к безразмерным 
параметрам, можно увидеть, что коэффициенты 1α̂ , 2α̂ , 1̂γ , 2γ̂ , β̂  не зависят от maxω . Отсюда 

следует, что для заданной постоянной 1
0Q− , они должны вычисляться только один раз. 

Задача вычисления параметров 1α̂ , 2α̂ , 1̂γ , 2γ̂ , β̂  решена с допуском, так чтобы факти-
ческий коэффициент добротности оставался бы достаточно близким к целевому значению. 
Этот допуск, который принимается как 5 % от целевого значения, должен выполняться в пре-
делах 4 – 100 % от maxω , т. е. параметры 1α̂ , 2α̂ , 1̂γ , 2γ̂ , β̂  определены для заданного коэффи-
циента добротности 0Q  прямой проверкой на компьютере условия: 

 
21 1 2

0 0ˆ( , ) 1 0.05Q Q Qω− −⎡ ⎤− <⎣ ⎦  ˆ ˆ: 0.04 1ω ω∀ ≤ ≤ . (3) 

Параметры, рассчитанные из условия (3) для 1
0 0.2Q− = , имеют следующие значения: 

1 2ˆ ˆ 0.28α α= = , 1 0.026γ̂ = , 2ˆ 0.23γ = , ˆ 0.14β = . 

ПОСТАНОВКА ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ И УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

Исследуется нестационарная пространственная задача об импульсном воздействии на по-
верхность выработки в блочном полупространстве. Блочная среда моделируется однородной 
трехмерной решеткой, состоящей из точечных масс, соединенных пружинами и демпферами в 
направлениях осей x, y, z и в диагональных направлениях плоскостей constx = , consty = , 

constz = , как показано на рис. 1а. Здесь использованы обозначения: u, v, w — перемещения  
в направлениях осей x, y, z; n, m, k — номера блоков в направлениях x, y, z. Длина пружин  
в направлениях осей x, y, z одинакова и равна l. Начало координат находится на поверхности 
полупространства, которому соответствует значение k = 0. Полость будем моделировать, как 
поверхность куба с вершинами, находящимися в точках 1( , , )A l l h l− − , 2 (0, , )A l h l− − , 

3(0,0, )A h l− − , 4 ( ,0, )A l h l− − , 5 ( , , )A l l h− , 6 (0, , )A l h− , 7 (0,0, )A h− , 8 ( ,0, )A l h− . Здесь h — рас-
стояние от поверхности блочного полупространства до полости. Будем предполагать, что связи 
между массами, находящимися в вершинах этого куба, отсутствуют. На рис. 1б эти связи отме-
чены штриховыми линиями. В вершинах куба приложены силы, равные по величине и направ-
ленные от центра симметрии куба, находящегося в точке ( / 2, / 2, / 2)O l l h l− − . Такое нагруже-
ние моделирует воздействие типа “центр расширения”, приложенное к полости в блочной сре-
де. На рис. 1в представлена общая схема постановки задачи. 
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Рис. 1. Схемы: a —соединения масс пружинами и демпферами в трехмерной модели блочной сре-
ды; б — приложения нагрузки; в — постановки задачи 

В качестве реологической модели прослоек используется модель с двумя элементами 
Максвелла и одним элементом Фойгта, которая показана на примере одномерной модели. Бу-
дем полагать, что жесткости пружин и вязкости демпферов в осевых и диагональных направ-
лениях совпадают. Кроме того, будем полагать, что параметры M, k, k1, k2, λ , 1λ , 2λ , имеют 
одни и те же значения во всех точках среды. 

С учетом внутреннего трения и обозначений 
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уравнения движения блока с координатами n, m, k, находящегося внутри полупространства  
(k < 0), имеют вид: 
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Здесь K — суммарная жесткость пружин (1). Начальные условия для уравнений (4) – (6) нуле-
вые. 

Поскольку плоскости 0n = , 0m =  являются плоскостями симметрии волнового процесса, 
то на них выполняются следующие условия: 

 0, , 1, , 0, , 1, , 0, , 1, ,

,0, ,1, ,0, ,1, ,0, ,1,

, , ,
, , .

m k m k m k m k m k m k

n k n k n k n k n k n k

u u v v w w
u u v v w w
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Далее, в силу симметрии, будем рассчитывать процесс распространения волн только в об-
ласти 1n ≥ , 1m ≥ . Переменная k меняется в области 0k ≤ . 

Как показано в [9], при отсутствии внутреннего трения ( 1 0α = , 2 0α = , 1 0γ = , 2 0γ = , 0β = ) 
данной модели блочной среды соответствуют следующие скорости продольных pc  и релеевс-
ких Rc  волн: 

 3 1, 1
3p R

K Kc l c l
M M

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (7) 

Масса блоков, длина пружин и суммарная жесткость приняты за единицы: 1M = , 1l = , 
1K = . Единицей скорости будет величина l K M , единицей времени — M K . 

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ 

С использованием уравнений (4) – (6) численно решается задача распространения маятни-
ковых волн в трехмерной блочной среде с учетом внутреннего трения при действии на поверх-
ность заглубленной полости нагружения типа “центр расширения”. Исследуется реакция блоч-
ной среды на импульс Гаусса: 2 2

0( ) exp[ ( 4 ) / (2 )]P t P t σ σ= − − , где ( ) 3P t  — амплитуда сил, 
действующих в вершинах куба в момент времени t (рис. 1б). 

На рис. 2 представлены в безразмерном виде результаты расчетов зависимости от времени 
радиальных ,1,0nu  и вертикальных ,1,0nw  скоростей блоков на поверхности полупространства. 
Параметры задачи имеют следующие значения: 0 1P = , 100n = , 5σ = , / 20τ π= . Здесь τ  — шаг 
по времени разностной схемы. 

На рис. 2a, б приведены графики, рассчитанные при h = 10. Сплошные кривые соответст-
вуют значению 1

0 0Q− = , штриховые — 1
0 0.2Q− = , вертикальные линии — моментам времени 

прихода фронтов продольных и релеевских волн в точку с координатами (n, 1, 0): 2 2
p p/t h n c= + , 

R p R/ /t h c n c= + , где pc  и Rc  определены в (7). 
Сравнение расчетов, проведенных с учетом и без учета внутреннего трения показывает, что 

влияние внутреннего трения приводит к уменьшению амплитуд скоростей блоков и к замед-
лению скорости распространения волн. 

На рис. 2в, г приведены графики, рассчитанные при 1
0 0.2Q− =  и различных значениях пара-

метра h, характеризующего заглубление полости. Сплошные кривые соответствуют значению  
h = 20, штриховые — h = 10 и штрих-пунктирные кривые — h = 5. 

Анализ рис. 2в, г показывает, что амплитуды радиальных и вертикальных скоростей пере-
мещений блоков на поверхности полупространства в продольной волне практически не зависят 
от величины заглубления полости h, в то время как в релеевской волне с ростом h амплитуда 
скоростей блоков заметно уменьшается. Видно, что в зависимости от h и расстояния от места 
воздействия амплитуды радиальных и вертикальных скоростей блоков в продольной волне мо-
гут быть как выше, так и ниже, чем в релеевской волне.  
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Рис. 2. Зависимости от времени радиальной (а, в) и вертикальной (б, г) скорости блоков на по-
верхности полупространства: а, б — h = 10 и 1

0 0, 0.2Q− = ; в, г — 1
0 0.2Q− =  и h = 5, 10, 20 

ВЫВОДЫ 

Предложена трехмерная математическая модель блочной горной породы. Эта модель осно-
вана на представлении, что динамическое поведение блочной среды может быть приближенно 
описано как движение жестких блоков за счет податливости прослоек между ними и что дефор-
мацию прослоек можно приближенно описать реологической моделью с двумя элементами 
Максвелла и одним элементом Фойгта. 

С использованием данной модели численно решена задача о нестационарном воздействии 
типа “центр расширения” на поверхность полости, заглубленной в блочном полупространстве. 
Показано, что основной вклад в волновой процесс на поверхности блочной среды вносят низ-
кочастотные продольные и релеевские маятниковые волны. В зависимости от величины заглуб-
ления полости и расстояния от места воздействия амплитуды радиальных и вертикальных скоро-
стей блоков в продольной волне могут быть как выше, так и ниже, чем в релеевской волне. 
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