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Представлены результаты определения частот свободных колебаний подкрепленной
кольцевыми ребрами цилиндрической конструктивно-анизотропной оболочки из стек-
лопластика, внутри которой течет жидкость. На торцах оболочки ставятся граничные
условия Навье. Результаты вычислений собственных частот колебаний представлены в
виде зависимостей частоты от угла намотки стекловолокна и скорости потока жидкости
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При проектировании тонкостенных оболочечных конструкций,широко применяемых в
авиационной, ракетно-космической технике и различных областях промышленности, важ-
ной задачей является динамический расчет напряженно-деформированного состояния этих
конструкций. При исследовании динамики оболочек необходимо определять собственные
частоты и формы малых колебаний, причем наибольший интерес представляют частоты
из нижней части спектра. Для увеличения жесткости тонкостенная часть оболочки под-
крепляется ребрами, что существенно повышает ее прочность при незначительном увели-
чении массы конструкции даже в том случае, если ребра имеют малую высоту. Резуль-
таты определения собственных частот осесимметричных колебаний ортотропных гладких

цилиндрических оболочек в бесконечной упругой среде, заполненной жидкостью, представ-
лены в работах [1, 2]. Исследованию устойчивости и колебаний подкрепленных изотропных
оболочек при статическом и динамическом нагружении посвящена работа [3]. Cобственные
колебания в бесконечной упругой среде изотропной цилиндрической оболочки, усиленной
продольной и перекрестной системами ребер, с текущей в ней жидкостью рассмотрены

в [4–7].
В настоящей работе представлены результаты определения частот свободных коле-

баний подкрепленной кольцевыми ребрами цилиндрической конструктивно-анизотропной
оболочки из стеклопластика, внутри которой течет жидкость. Предполагается, что коль-
цевые ребра расположены на внешней поверхности оболочки на равных расстояниях друг

от друга.
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Постановка задачи. Выражение для полной энергии упругой деформации анизо-
тропной цилиндрической оболочки, нагруженной внешними силами, имеет вид
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Выражения для внутренних сил и моментов запишем в виде
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где

w11 = B11χ11 + B12χ22 + B16χ12, w22 = B12χ11 + B22χ22 + B26χ12,

w21 = w12 = B16χ11 + B22χ22 + B66χ12.

С учетом (2) напряжения σij и деформации εij в срединной поверхности определяются

следующим образом:
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Постоянные упругости зависят от угла ϕ намотки стекловолокна и определяются по фор-
мулам

B11 = b11 cos4 ϕ + b22 sin4 ϕ + (b66 + 0,5b12) sin2 2ϕ,

B22 = b11 sin4 ϕ + b22 cos4 ϕ + (b66 + 0,5b12) sin2 2ϕ,

B12 = (b11 + b22 − 4b66) sin2 ϕ cos2 ϕ + b12(sin
4 ϕ + cos4 ϕ),

B66 = −(b11 + b22 − 2b12) sin2 ϕ cos2 ϕ + b66 cos2 2ϕ,
(3)

B26 = (1/2)(b22 cos2 ϕ− b11 sin2 ϕ) sin 2ϕ− (1/6)(b12 + 2b66) sin 4ϕ,

B16 = (1/2)(b22 sin2 ϕ− b11 cos2 ϕ) sin 2ϕ− (1/6)(b12 + 2b66) sin 4ϕ.
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В (1)–(3) b11, b22, b12, b66 — основные модули упругости ортотропного материала; ϕ —
угол между направлением намотки стекловолокна и окружным направлением; R — ра-
диус срединной поверхности оболочки; h — толщина оболочки; u, v, w — составляющие

перемещений точек срединной поверхности оболочки; x1, x2 — координаты криволиней-
ных краев оболочки; qz — давление жидкости на оболочку; Fj , Jzj , Jyj , Jкрj — площадь и

моменты инерции поперечного сечения j-го поперечного стержня относительно оси Oz и
оси, параллельной оси Oy и проходящей через центр тяжести сечения, а также его момент
инерции при кручении; Ej , Gj — модули упругости и сдвига материала j-го поперечного

стержня соответственно; t — время; t1 = ω0t; ω0 =
√

b11/[(1− ν2)ρ0R2]; ρ0, ρi — плотности

материалов, из которых изготовлены оболочка и j-й поперечный стержень соответственно.
Уравнения движения подкрепленной кольцевыми ребрами и нагруженной радиальны-

ми силами анизотропной оболочки с движущейся в ней жидкостью получены на основе

принципа стационарности действия Остроградского — Гамильтона

δW = 0, (4)

где W =

t′′∫
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L dt — действие по Гамильтону; L — функция Лагранжа; t′, t′′ — заданные

произвольные моменты времени.
Полагая, что скорость потока равна U и возмущения этой скорости малы, используем

волновое уравнение для потенциала возмущенных скоростей ϕ̃ [8]
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На поверхности контакта оболочка — жидкость выполняется условие непрерывности

радиальных скоростей и давлений. Условие непроницаемости стенки оболочки имеет
вид [8, 9]
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Выражение для радиального давления жидкости на оболочку записывается в виде

qz = −p
∣∣
r=R

. (7)

Дополняя выражение для полной энергии оболочки (1) и уравнение движения жид-
кости (5) контактными условиями (6), (7), получаем задачу о собственных колебаниях
подкрепленной поперечными ребрами анизотропной цилиндрической оболочки с текущей

в ней жидкостью.
Решение задачи о собственных колебаниях оболочки. Торцы оболочки полага-

ются шарнирно опертыми, допускается их смещение в продольном направлении, смещения
в окружном направлении полагаются равными нулю. Такие граничные условия называ-
ются условиями Навье [10]. Таким образом, при x = 0 и x = L1 v = 0, w = 0, Mx = 0,
Nx = 0. Компоненты вектора перемещений срединной поверхности оболочки будем искать
в виде

u = u0 cos χξ cos nθ sin ω1t1, v = v0 sin χξ sin nθ sin ω1t1,

w = w0 sin χξ cos nθ sin ω1t1.
(8)

Здесь u0, v0, w0 — неизвестные постоянные; L1 — длина оболочки; Mx — изгибающий

момент; Nx — продольное усилие; χ, n — волновые числа в продольном и окружном на-
правлениях соответственно.
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Потенциал возмущенных скоростей ϕ̃ определяется по формуле

ϕ̃(ξ, r, θ, t1) = f(r) cos nθ cos nθ cos ω1t1. (9)

Используя (9), из (6) и (5) получаем
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функции Бесселя первого рода порядка n; Jn — функции Бесселя первого рода порядка n.
Далее условие (7) заменяется условием qz = −p (p — давление, определяемое по фор-

муле (10)). С учетом (8) выражение для давления p можно представить в виде
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ρ0ω2
0h

(ω2
0ω

2
1 + 2ω0ω1χU + χ2U2)w. (11)

После подстановки (11), (8) в (4) задача сводится к однородной системе линейных алгеб-
раических уравнений третьего порядка

ai1u0 + ai2v0 + ai3w0 = 0 (i = 1, 2, 3). (12)
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Рис. 1. Зависимость частоты колебаний от скорости потока в подкрепленной си-
стемой поперечных ребер цилиндрической оболочке при χ = 1, n = 4, ϕ = 0,55:
1 — b11/b22 = 0,75, 2 — b11/b22 = 1,00, 3 — b11/b22 = 1,25

Рис. 2. Зависимость частоты свободных колебаний от угла намотки стекловолок-
на ϕ при χ = 1, n = 4:
1 — h/R = 0,001, 2 — h/R = 0,002, 3 — h/R = 0,004
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Выражения для коэффициентов ai1, ai2, ai3 (i = 1, 2, 3) имеют громоздкий вид, поэтому
в данной работе не приводятся. Нетривиальное решение системы линейных алгебраиче-
ских уравнений (12) третьего порядка существует лишь в том случае, если ее главный
определитель равен нулю. В результате определение частоты ω1 сводится к решению

трансцендентного уравнения.
Ниже приведены результаты вычислений собственной частоты ω1.
Приняты следующие геометрические и физические параметры подкрепленной оболоч-

ки из тканевого стеклопластика [10] и жидкости: ρ0/ρm = 0,105, ρ0 = ρj = 1850 кг/м3,
L1 = 104 мм, b11 = 18,3 ГПа, b12 = 2,77 ГПа, b22 = 25,2 ГПа, b66 = 3,5 ГПа, ξ1 = 1,
hj = 1,39 мм, R = 160 мм, h = 0,45 мм, Fj = 5,75 мм2, Ixj = 19,9 мм4, Iкpj = 0,48 мм4,
k2 = 20, Ej = b11.

На рис. 1 показана зависимость частоты ω1 от относительной скорости потока U∗ =
U/c (c = ω0R). Видно, что увеличение скорости приводит к уменьшению частоты колеба-
ний системы.

На рис. 2 представлена зависимость частоты от угла намотки при различных зна-
чениях отношения h/R. Видно, что отношение h/R оказывает существенное влияние на

зависимость ω1(ϕ).
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