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Методом быстрых разложений получено приближенное аналитическое решение задачи о температурном 
поле в прямоугольной пластине с внутренним источником, зависящим от температуры. Найдено критическое 
значение параметра, характеризующего тепловыделение, которое влияет на вид аналитического решения 
принципиально. Показано, что максимальная погрешность решения составляет 0,02 при учете первых трех 
членов ряда Фурье в быстром разложении. Приведены температурные поля и дан анализ влияния габаритных 
размеров пластины и величины тепловыделения на их формирование. Сделаны рекомендации по выбору формы 
пластины.  
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Введение 

Задача о распределении температуры в прямоугольной пластине со свойствами 
саморазогрева возникает при решении проблем, связанных с прочностью различных 
конструкций, в которых используются подобные элементы (обшивка корабля, иллюми-
наторы, лобовые стекла, различные механизмы, дорожные покрытия и т.д.) Разогревание 
пластины может происходить за счет внутреннего трения, специального изготовле-
ния с внутренним подогревом, вследствие внешнего воздействия, а отвод тепла  за 
счет охлаждающего теплового потока через границу пластины. Взаимодействие двух 
противоположных процессов  саморазогрева и оттока тепла через границу  сильно 
зависит не только от интенсивности тепловыделения, но и от формы пластины, от тем-
пературных условий на ее границах. Так, например, в работе [1] было показано, что 
неограниченное тело угловой формы с внутренним источником будет неограниченно 
разогреваться независимо от граничных условий, если угол раствора больше или равен 
прямому. Если же угол раствора острый, то температура при саморазогреве будет 
ограниченной. В работе [2] методом численного анализа решалась задача теплопровод-
ности в вертикальном канале с дискретными источниками тепла на стенках, в работе [3] 
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изучается теплообмен в криогенном топливном баке прямоугольной формы с захола-
живающим теплообменником. Задачи для пластины с сингулярными точками на ее гра-
ницах рассматривались в работах [4, 5]. Работы [6−8] посвящены решению задач тепло-
проводности в цилиндре и в пластине с учетом внутреннего источника тепла, пере-
менного во времени, но не зависящего от координат. 

Постановка задачи 

Запишем уравнение теплопроводности с переменным внутренним источником, 
зависящим от температуры: 

( ) ( ) [ ] [ ]( )
2 2

0 1 02 2 0 , , 0, 0, ,T T E E T T x y a b
x y

∂ ∂
+ + + − = ∈Ω ×

∂ ∂
                     (1) 

где Т  температура, 0T   начальная температура, выражение ( )0 1 0E E T T+ −  опреде-
ляет внутренний источник саморазогревания. Для простейшего случая без учета внут-
ренних источников подобная задача рассматривалась в работе [9]. 

Граничные условия Дирихле для уравнения (1) в прямоугольной области Ω можно 
представить в виде 

00 .x x aT T T
= =

= =                                                     (2) 

Если граничное условие при 0 ,y y b= =  записать постоянными 00 ,y y bT T T
= =

= =  

то получим противоречие с дифференциальным уравнением (1) в угловых точках пря-
моугольника, которое называется «рассогласовкой». Это означает, что для нахождения 

гладкого решения из класса ( ) ( )2
2,T x y L∈  необходимо изменить либо граничные усло-

вия (2), либо условия 00 ,y y bT T T
= =

= =  либо те и другие условия одновременно. Наи-

более простой вариант имеет место при изменении условия 00 .y y bT T T
= =

= =  Для этого 

стороны прямоугольной области Ω вдоль оси x при 0 ,y y b= =  разобьем на три участка 
с помощью искусственно введенной малой величины ε : 

0 .x x a a x aε ε ε ε≤ ≤ ∪ ≤ ≤ − ∪ − ≤ ≤  

Впоследствии при получении решения задачи будем переходить к пределу при 
0.ε →  Опуская промежуточные преобразования, приведем один из простейших вариан-

тов согласованного граничного условия: 

( )

( )

320
0

0 00

320
0

1 при 0 ,
6

при ,
1 при .

6

xy y b

E
T x x

T T T T x a
E

T x a a x a

ε ε ε
ε

ε ε

ε ε ε
ε

= =

  + + − ≤ ≤   = = = ≤ ≤ −
   + − − + − ≤ ≤   

             (3) 

В условиях (3) в окрестности концов отрезка [ ]0,x a∈  добавлены малые члены второго 

порядка по ε : 

( )320 1
6

E
xε ε

ε
 + −  

 при 0 x ε≤ ≤  и ( )320 1
6

E
x aε ε

ε
 − − +  

 при .a x aε− ≤ ≤  

При помощи подобных введений удается согласовать граничные условия (2), (3) 
с дифференциальным уравнением теплопроводности (1) в угловых точках области Ω и, 
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кроме того, обеспечить непрерывность ( ),T x y  на границе до производных второго 
порядка включительно. Это позволит построить решение для температуры в виде быст-
рых разложений. 

Решение задачи 

Для решения задачи используем метод быстрых разложений [10, 11], апробирован-
ный в работах [12−15], в соответствии с которым можно представить ( ),T x y  в виде 
суммы граничной функции и ряда Фурье по синусам: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3

3

1

, 0, 1 , 0,
2 6 3

, sin .
6 6

x x

x x m
m

x x x x axT x y T y T a y T y
a a a

x ax xT a y T y m
a a

π
∞

=

  = − + + − − +       
   + − +       

∑
                (4) 

В выражении (4) слагаемые перед суммой представляют собой граничную функцию вто-
рого порядка. Приняв обозначения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40, , , , 0, , , ,x x x xT y A y T a y A y T y A y T a y A y= = = =  

запишем разложение (4) в более удобной форме: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3

1 2 3

3

4
1

, 1
2 6 3

sin .
6 6 m

m

x x x x axT x y A y A y A y
a a a

x ax xA y T y m
a a

π
∞

=

  = − + + − − +       
   + − +       

∑
                     (5) 

Подставим ( ),T x y  из (5) в граничные условия (2), (3): 

( ) ( )1 2 00 ,x x aT T A y A y T
= =

= = = =                                        (6) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3

0 1 2 30

3

4
1

2 3

0 1 2 3

3

4
1

0 1 0 0
2 6 3

0 0 sin ,
6 6

1
2 6 3

sin .
6 6

xy

m
m

xy b

m
m

x x x x axT T A A A
a a a

x ax xA T m
a a

x x x x axT T A b A b A b
a a a

x ax xA b T b m
a a

π

π

=

∞

=

=

∞

=

  = = − + + − − +       
   + − +       

  = = − + + − − +       
   + − +       

∑

∑

                   (7) 

Из равенств (7) при x = 0 и x = a соответственно найдем 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 00 0 .A A b A A b T= = = =                                        (8) 

Поскольку в равенствах (7) ряды Фурье допускают вычисление второй производ-
ной почленным дифференцированием по переменной x, то из (7) получим 
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( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ ]

2 2

0 3 4 2
1

2 2

0 3 4 2
1

0 1 0 0 sin , 0, ,

1 sin , , .

x m
m

x m
m

x x m xT A A T m x
a a aa

x x m xT A b A b T b m x a a
a a aa

π π ε

π π ε

∞

=
∞

=

   ′′ = − + − ∈   
   

   ′′ = − + − ∈ −   
   

∑

∑
       (9) 

Так как ( ) ( )0 0 00 ,x xT T a E′′ ′′= = −  то из (9) при x = 0 и x = a имеем 

( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 4 00 0 .A A A b A b E= = = = −                                     (10) 

В соответствии с методом быстрых разложений умножим каждое из уравнений (7) 
на ( )sin , 1, 2,...n x a nπ =  и затем проинтегрируем по [ ]0, .x a∈  При вычислении инте-
гралов будем использовать следующие предельные выражения: 

0 0 00 0 0
0 0

0
0 00

0

lim sin lim sin lim sin

lim sin sin 1 ( 1) .

a a

x x

a a
n

x
a

x x xT n dx T n dx T n dx
a a a

aTx xT n dx T n dx
a a n

ε ε

ε ε ε
ε

ε
ε

π π π

π π
π

−

→ → →

→
−

     = + +     
     

     + = = − −        

∫ ∫ ∫

∫ ∫
        (11) 

После интегрирования окончательно получим 

( ) ( ) ( )
2

0 3 3
20 1 1 , 1,2,...n

n n
aT T b E n

n π
 = = − − =  

.                             (12) 

В сумме ряда Фурье (5) ограничимся N слагаемыми и выражение ( ),T x y  из (5) 
подставим в уравнение теплопроводности (1): 

2 2

3 4 1 22
1

2 3 3

3 4 0 1 0
1

1 1 2 3

( ) 1 ( ) ( ) sin ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( )sin
2 6 3 6 6

( ) 1 ( ) (

N

m
m

N

m
m

x x m x x xA y A y T y m A y A y
a a a a aa

x x ax x ax xA y A y T y m E E T
a a a

x xE A y A y A y
a a

π π

π

=

=

     ′′ ′′− + − + − + +     
     

     ′′ ′′ ′′+ − − + − + + − +             

 + − + + 
 

∑

∑
2 3

3

4
1

)
2 6 3

( ) ( )sin 0.
6 6

N

m
m

x x ax
a

x ax xA y T y m
a a

π
=

  
− − +     

   + − + =       
∑

 

(13) 

Отсюда при x = 0 и x = a соответственно получим 

3 1 0 1 0 1 1 4 2 0 1 0 1 2( ) ( ) ( ) 0, ( ) ( ) ( ) 0.A y A y E E T E A y A y A y E E T E A y′′ ′′+ + − + = + + − + =    (14) 

С учетом (6) из равенств (14) следует: 

3 4 0( ) ( ) .A y A y E= = −                                             (15) 

Используя (6) и (15), упростим уравнение (13): 

2 2
21 0

2
1 1

1
1

( ) sin ( )sin [ ]
2

( )sin 0 .

N N

m m
m m

N

m
m

E Em x xT y m T y m x ax
a aa

xE T y m
a

π π π

π

= =

=

   ′′− + − − +   
   

 + = 
 

∑ ∑

∑
          (16) 
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В соответствии с быстрыми разложениями равенство (16) умножим на ( )sin ,n x aπ  

1,...,n N=  и проинтегрируем по [ ]0; .x a∈  В результате получим систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений относительно ( ) :nT y  

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 02 3 3
2 1 1 0, 1, , .n

n n
n aT y T y E E E n N

a n
π

π

   ′′ + − + − − = =      
               (17) 

Для нахождения общего решения дифференциального уравнения (17) используем 
частное решение 

( )
( )2

1 0чр 3 3 2 2 2
1

1 12 0, 1, , .
n

n
aT E E n N

n E n aπ π

− −
= ⋅ = =

−
                         (18) 

Характеристические корни уравнения (17) имеют вид 

2 2 2
1,2 1, .n n nL L n a Eλ π= ± = −                                       (19) 

Из (19) видно существование критического значения параметра 1 1 ,E E∗=  характери-
зующего тепловыделение 

2 2
1 1 .E E aπ∗= =                                                     (20) 

Рассмотрим последовательно три случая: 1 1 1 1 1 1, , .E E E E E E∗ ∗ ∗< = >  В первом, 

когда тепловыделение в пластине слабое ( 1E  мало) и выполняется неравенство 2 2
1 ,E aπ<  

все корни 1,2nλ  будут действительными и общее решение уравнения (17) можно запи-
сать в виде 

( ) ( )2

1 0 1 23 3

1 12 e e , 1, , .n n

n
L y L y

n n n
n

aT y E E C C n N
Ln π

⋅ − ⋅− −
= ⋅ + + =              (21) 

Постоянные интегрирования 1nC  и 2nC  найдем с помощью граничных условий (12). 
После этого решение уравнения (17) представляется выражением 

( )
2

0 1 1
3 3

2 1 1( ) 1 ( 1) 1 e e ,
1 e 1 e

n n

n n

L y L yn
n L b L bn n

a E E E
T y

L Ln π
⋅ − ⋅

⋅ − ⋅

     = − − − + +       + +  
 

n = 1,…, N.                                                            (22) 

После подстановки ( )1A y  и ( )2A y  из (6), ( )3A y  и ( )4A y  из (15) и ( )nT y  из (22) 
в выражение (5) получим искомое решение задачи теплопроводности: 

( )

( )

20
0

2
0 1 1

3 3
1

( , )
2

(23)

2 1 11 ( 1) 1 e e sin .
1 e 1 e

n n

n n

N
L y L yn

L b L bn nn

E
T x y T ax x

a E E E xn
L L an

π
π

⋅ − ⋅

⋅ − ⋅
=

= + − +

      + − − − + +              + +  
∑

 
Если *

1 1 ,E E=  то корни 1,2nλ  также будут действительными и общее решение уравнения 
(17) будет иметь вид (22) начиная с 2,n ≥  а при n = 1 возникает неопределенность типа 
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{ } ,∞−∞  после раскрытия которой получаем 

( )( )2 2 3
01

li 2m ( ) .2nn
E y b y aT y π π

→
− −=  

Таким образом, решение задачи (1)−(3) для случая (20) запишется в форме 
 

( ) ( )( )

( )

20
0

2
0 1

3

2
0

3

1

2

2

3

( , ) sin
2

(24)

2 1 11 ( 1

2

) 1 e e sin .
1 1 e

2

e
n n

n n

N
L y L yn

L b L bn nn

E xT x y T ax x
a

a E E E xn
L L an

E y b y aπ
π

π
π

π

⋅ − ⋅

⋅ − ⋅
=

 = + − + + 
 

      + − − − + +              + +  

− −

∑
 

При 2 2
1 1E E aπ∗> =  корни 1,2nλ  будут мнимыми до тех пор, пока 2 2 2

1.n a Eπ <  Как 

только 2 2 2
1,n a Eπ >  корни 1,2nλ  опять будут действительными. В случае мнимых кор-

ней 1,2nλ  общее решение уравнения (17) записывается в виде 

( )2
1 0

1 23 3

1 ( 1)2
( ) cos sin , 1,..., .

n

n n n n n
n

a E E
T y C L y C L y n N

Ln π

− −
= ⋅ + − + − =          (25) 

Постоянные интегрирования 1nC  и 2nC  так же, как и ранее, найдем с помощью гранич-
ных условий (12). После этого из (25) получим 

( )
2

0 1
3 3

1

2
( ) 1 ( 1)

1 cos
1 cos sin , 1 .

sin

n
n

n

n
n n

n n

a E E
T y

Ln

L bE
L y L y n N

L L b

π


= − − −


 − − 
 − + − + − = ÷  −  

                   (26) 

              

 
Следовательно, искомое решение задачи теплопроводности с учетом (6), (15) и (26) 
будет выглядеть следующим образом: 

( ) ( )
2

20 0 1
0 3 3

1

1

2
( , ) 1 ( 1)

2

1 cos
1 cos sin sin .

sin

N
n

nn

n
n n

n n

E a E E
T x y T ax x

Ln

L bE xL y L y n
L aL b

π

π

=

 
= + − + − − − 

 
 − −    − + − + −     −    

∑

 

               (27) 

Запишем функцию ( , )T x y  в безразмерном виде. С этой целью положим 

0( , ) ( , ),T x y T T x y= ⋅     2
0 0 0 ,E T E a=   2

1 1 ,E E a=   ,x a x=   ,y b y=   2 .n nL L a=   Тогда 
зависимости (20), (23), (24) и (27) соответственно принимают вид: 

2
1 1 ,E E π∗= =   

( )

( ) ( )

2
0

0 1 1
3 3

1

( , ) 1 2

2 1 11 ( 1) 1 e e sin , (28)
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∑
 

 
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   

  



 
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

 




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  



    (30) 

Максимальная невязка дифференциального уравнения (1) при подстановке полу-
ченных решений (28), (29) и (30), учитывающих три члена ряда Фурье (N = 3), состав-
ляет 0,02 для любых значений координат [ ]0;x a∈  и [ ]0;y b∈  (рис. 1). Такая точность 
вычислений приемлема для большинства технических расчетов. С увеличением N невязка 
быстро уменьшается. 

Полученные результаты и их обсуждение 

Получено критическое значение внутреннего тепловыделения в безразмерном 
виде: 2

1 ,E π∗ =  при 1 1 1 1 1 1, ,E E E E E E∗ ∗ ∗< = >       построены аналитические выражения 
(28)−(30) зависимостей температуры от геометрических координат. 

Для случая *
1 1E E<  температурное поле в пластине при значениях 

0 1/ 3, 2, 7,b a E E= = =                                                (31) 

0 1/ 15, 2, 7b a E E= = =                                                (32) 

 
 
Рис. 1. Невязка дифференциального уравнения (1) при N = 3. 
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соответственно показано на рис. 2а и 2b, где видно, что максимальное значение темпе-
ратура достигает в центре пластины. Также из рис. 2 можно сделать вывод, что пред-
ставляет интерес исследование профилей температуры в пластине при различных значе-
ниях параметра .b a  Результат подобного исследования приведен на рис. 3, где пред-
ставлены профили температуры в сечении 0,5.x =  Из рис. 3 видно, что с увеличением 

значения b a  возрастает maxT  и при достижении 10b a =  температура maxT  больше не 
растет, а происходит нагрев большей площади поверхности пластины до температуры 

max .T  При значениях 30b a >  почти вся поверхность пластины в сечении 0,5x =  имеет 

температуру max .T  Таким образом, если саморазогрев пластины под действием внутрен-
него теплового источника должен быть минимален, то форма пластины должна быть 
приближена к квадрату. 

Как известно, с увеличением мощности внутреннего теплового источника темпера-
тура пластины возрастает. Это явление наблюдается и в нашем случае: с увеличением 
параметров 0E  и/или 1E  температура в пластине увеличивается. Представляет интерес 

исследование влияния параметра 1E , имею-

щего критическое значение 2
1 ,E π∗ =  на из-

менение профиля температуры. Данное иссле-
дование отражено на рис. 4, из которого видно, 
что если значения 1E  далеки от критичес-

кого 2
1 ,E π∗ =  то температура в пластине 

изменяется незначительно. Как только зна-

чения 1E  приближаются к 2
1 ,E π∗ =  рост 

 
 

Рис. 2. Температурное поле в пластине с внутреннем источником, зависящим от температуры, 
полученное при значениях 31 (а) и 32 (b). 

 

 

Рис. 3. Профили температуры в сечении x = 0,5, 
полученные при различных значениях параметра b/a. 

b/a = 1 (1), 3 (2), 5 (3), 7 (4), 10 (5), 15 (6), 30 (7). 
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температуры заметно увеличивается. Если же 

значения 1E  превышают 2
1E π∗ =  (даже не-

значительно), то температура в пластине резко 
возрастает. 

Заключение 

Применение метода быстрых разло-
жений позволило представить решение в явном аналитическом виде при минималь-
ных временных затратах на ЭВМ. В зависимости от того, какому из условий 

1 1 1 1 1 1, ,E E E E E E∗ ∗ ∗< = >       удовлетворяет значение параметра 1,E  расчет температурно-
го поля следует вести по одной из формул (28), (29) или (30) соответственно. Получен-
ное поле температур может быть использовано в расчетах температурных напряжений 
в рассматриваемой пластине. 
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