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1. Введение

Многочисленные вопросы, возникающие в различных областях науки и техники, ча-
сто требуют найти решение нелинейных уравнений в банаховых пространствах вида

F (x) = 0, (1.1)

где F : Ω ⊆ X → Y — нелинейный оператор на непустом открытом выпуклом подмно-
жестве Ω банахова пространства X со значениями в банаховом пространстве Y . Самым
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известным методом для решения (1.1) является метод Ньютона [1], который сходит-
ся квадратично. Для получения лучшей эффективности в литературе имеется много
методов высокого порядка, например третьего [2, 3], четвертого [4, 5] и их вариантов.
Они были хорошо протестированы для решения нелинейных интегральных уравнений.
Имеются даже некоторые другие схемы пятого порядка, однако мы рассмотрим метод,
известный по работам Кордеро с соавторами [6, 7]. Причина этого будет указана ниже.
Метод формулируется следующим образом:

yk = xk − ΓkF (xk),

zk = yk − 5 ΓkF (yk),

xk+1 = zk −
1

5
Γk

[
− 16F (yk) + F (zk)

]
, (1.2)

где Γk =
[
F ′(xk)

]−1, k = 0, 1, 2, . . . . Для обеспечения сходимости вышеупомянутого ме-
тода авторы этой статьи приводят следующие допустимые условия в [6]:

(R1) ‖Γ0‖ ≤ β,
(R2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,
(R3) ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ k∗‖x− y‖, x, y ∈ Ω, k∗ ≥ 0.

При условиях приведенной выше гипотезы они продемонстрировали полулокальную схо-
димость и согласовали границы ошибки. Ситуация, когда третья гипотеза заменяется на
более слабое предположение

(R3∗) ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ k∗‖x− y‖q, x, y ∈ Ω, k∗ ≥ 0, qi ∈ [0, 1],

рассматривалась Сингх с соавторами [8]. Однако решение некоторых уравнений нельзя
исследовать путем рассмотрения условий (R1)–(R3) и (R1), (R2), (R3∗). Таковым явля-
ется нелинейное интегральное уравнение Хаммерштейна смешанного типа [9], которое
задается следующим образом:

x(s) +

m∑
i=1

∫ b

a
Gi(s, t)Hi

(
x(t)

)
dt = u(s), s ∈ [a, b], (1.3)

где x — решение, которое необходимо найти, u, Gi и Hi — заданные функции (i =
1, 2, . . . ,m), −∞ < a < b < +∞. Чтобы найти решение (1.3), нам нужно решить сле-
дующее уравнение:

[
F (x)

]
(s) = x(s) +

m∑
i=1

∫ b

a
Gi(s, t)Hi

(
x(t)

)
dt− u(s), s ∈ [a, b]. (1.4)

При условии, что H ′i
(
x(t)

)
является (Li, qi)-непрерывным по Гельдеру при i = 1, 2, . . . ,m,

рассматривая максимальную норму, имеем

∥∥F ′(x)− F ′(y)
∥∥ ≤ m∑

i=1

Li‖x− y‖qi , Li ≥ 0, qi ∈ [0, 1], x, y ∈ Ω. (1.5)

Это показывает, что для qi ∈ (0, 1) F ′ не является непрерывным ни по Липшицу, ни по
Гельдеру в Ω. Поскольку нелинейное интегральное уравнение Хаммерштейна смешан-
ного типа имеет большое значение, оно изучалось во многих статьях (см., например,
[10–12]).
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Для разрешения этой ситуации мы можем рассмотреть условие, которое является
более обобщенным, чем условие непрерывности по Липшицу и Гельдеру для F ′. Оно
задается следующим образом:∥∥F ′(x)− F ′(y)

∥∥ ≤ w(‖x− y‖), x, y ∈ Ω, (1.6)

где w(z) =
∑m

i=1 Liz
pi . Так же потребуем, чтобы w(z) было неубывающей вещественной

функцией для z > 0 такой, что w(0) ≥ 0 (см. [13]).
В данной статье мы обсуждаем результаты полулокальной сходимости, например схо-

димость и оценки ошибки при более слабых предположениях, чем рассмотренные в вы-
шеупомянутых статьях. Применимость этого метода с вычислительной точки зрения
может быть оправдана путем сравнения вычислительной эффективности решения нели-
нейной системы обобщенного вида с существующими методами такого же порядка. И,
наконец, для проверки теоретических результатов будет представлен численный пример.

2. Предварительная лемма

Пусть x0 ∈ Ω и F : Ω ⊆ X → Y — нелинейный оператор, дифференцируемый по Фре-
ше с третьим порядком, где Ω — открытое множество и X, Y — банаховы пространства.
Предположим, что

(WC1) ‖Γ0‖ ≤ β,
(WC2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,
(WC3) ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ w(‖x− y‖),

где w : R+ → R+ — непрерывная неубывающая функция, удовлетворяющая условию
w(tz) ≤ φ(t)w(z), t ∈ [0, 1], z ∈ [0,+∞), φ : [0, 1]→ R+ — также непрерывная и неубыва-
ющая.

Сначала докажем следующую лемму, которая будет использоваться для доказатель-
ства основного результата.

Лемма 1. Если xk, yk, zk, xk+1 ∈ Ω, то справедливы следующие соотношения :

(I) ‖zk − yk‖ =
[
gr(‖yk − xk‖)− 1

]
‖yk − xk‖,

(II) ‖zk − xk‖ = gr
(
‖yk − xk‖

)
‖yk − xk‖,

(III) ‖xk+1 − zk‖ = hr
(
‖yk − xk‖, ‖zk − yk‖

)
‖zk − yk‖+

4

5

[
gr(‖yk − xk‖)− 1

]
‖yk − xk‖,

(IV) ‖yk+1 − xk+1‖ = 4hr
(
‖yk − xk‖, ‖zk − yk‖

)
‖zk − yk‖+

5hr(‖zk − xk‖, ‖xk+1 − zk‖)‖xk+1 − zk‖,

(2.1)

где gr(u) = 1 + 5β̃Hw(u), H =
∫ 1
0 φ(t) dt, hr(u, v) =

1

5
β̃[w(u) +Hw(v)].

Доказательство.
(I) Из разложения Тейлора F (yk) и с использованием (WC1)–(WC3) мы получим

‖F (yk)‖ ≤ Hw
(
‖yk − xk‖

)
‖yk − xk‖. (2.2)

До доказательства первого соотношения найдем границы для Γk. Для этого предпо-
ложим, что существует r ∈ R+ такое, что B(x0, r) ∈ Ω и βw(r) < 1. Тогда для каждого
xk ∈ B(x0, r):

‖I − Γ0F
′(xk)‖ ≤ Γ0‖F ′(x0)− F ′(xk)‖ ≤ βw(r) < 1, (2.3)
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что показывает, согласно леммы Банаха [14], что Γk существует и

‖Γn‖ ≤
β

1− βw(r)
:= β̃R. (2.4)

Ясно, что β̃R > β. Используя второй подшаг схемы (1.1), а затем соотношения (2.2) и
(2.4), мы можем получить (I).

(II) Это соотношение следует из неравенства треугольника и предыдущего результата.

(III) Разложив F (yk) и F (zk) в ряды Тейлора и используя эти три предположения, мы
получим

‖ − 16F (yk) + F (zk)‖ ≤ 20Hw
(
‖yk − xk‖

)
‖yk − xk‖+[

w(‖yk − xk‖) +Hw
(
‖zk − yk‖

)]
‖zk − yk‖. (2.5)

В силу приведенного выше соотношения и уравнения (2.4) мы находим требуемое нера-
венство.

(IV) Используя третий подшаг рассматриваемой схемы и разложение Тейлора для
F (xk+1), мы можем получить следующее соотношение:

‖F (xk+1)‖ ≤
4

5

[
w(‖yk − xk‖) +Hw(‖zk − yk‖)

]
‖zk − yk‖+[

w(‖zk − xk‖) +Hw(‖xk+1 − zk‖)
]
‖xk+1 − zk‖. (2.6)

Теперь из первого шага схемы (1.1):

‖yk+1 − xk+1‖ ≤ Γk+1‖F (xk+1)‖, (2.7)

и, наконец, используя необходимые неравенства, полученные выше, мы получим искомые
соотношения.

Ясно, что gr — неубывающая функция, поскольку w является неубывающей согласно
нашему предположению. Кроме того, hr — неубывающая функция в обоих аргументах.

3. Рекуррентные соотношения

В данном пункте, применив предыдущую лемму, мы рассмотрим рекуррентные соот-
ношения для последовательностей {xk}, {yk} и {zk}, определенные из соотношения (1.1).

Для k = 0 условие (WC1) устанавливает, что

‖y0 − x0‖ ≤ η. (3.1)

Кроме того, лемма (1) дает нам

‖z0 − y0‖ ≤
[
gr(η)− 1

]
η, (3.2)

‖z0 − x0‖ ≤ gr(η)η, (3.3)

‖x1 − z0‖ ≤ hr
(
η,
[
gr(η)− 1

]
η
)[
gr(η)− 1

]
η +

4

5

[
gr(η)− 1

]
η. (3.4)
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Таким образом,

‖x1 − x0‖ ≤ hr
(
η,
[
gr(η)− 1

]
η
)[
gr(η)− 1

]
η +

1

5

[
9gr(η)− 4

]
η. (3.5)

Теперь определим следующие скалярные величины:

a0 = η,

b0 = gr(a0)a0,

c0 = [gr(a0)− 1]a0,

d0 = hr(a0, c0)c0 +
4

5

[
gr(a0)− 1

]
a0,

∆ = hr(a0, c0)[gr(a0)− 1] +
1

5

[
9gr(a0)− 4

]
,

Θ = 4hr(a0, c0)[gr(a0)− 1] + 5hr(b0, d0)

(
hr(a0, c0)[gr(a0)− 1] +

4

5

[
gr(a0)− 1

])
.

(3.6)

Заметим, что ∆ > gr(a0) > 1.

Для k = 1 из четвертой части леммы (1) имеем

‖y1 − x1‖ ≤ Θa0 := a1. (3.7)

Это означает a1 < a0 при условии, что Θ < 1, и используя тот факт, что ∆ > 1, мы
можем записать следующее:

‖y1 − x0‖ ≤ Θa0 + ∆a0 ≤ (1 + Θ)∆a0. (3.8)

Соотношение (II) леммы 1 показывает, что

‖z1 − x1‖ ≤ gr(a1)a1 := b1. (3.9)

Следовательно,

‖z1 − x0‖ ≤
[
gr(a1)Θ + ∆

]
a0 ≤ (1 + Θ)∆a0. (3.10)

С другой стороны, из соотношения (I) леммы 1 мы имеем

‖z1 − y1‖ ≤ [gr(a1)− 1]a1 := c1, (3.11)

‖x2 − z1‖ ≤ hr(a1, c1)c1 +
4

5

[
gr(a1)− 1

]
a1 := d1. (3.12)

На основании неравенства треугольника и приведенного выше соотношения мы можем
найти

‖x2 − x1‖ ≤ hr(a1, c1)
[
gr(a1)− 1

]
+

1

5

[
9gr(a1)− 4

]
a1 < ∆Θa0, (3.13)

и, наконец, можно записать

‖x2 − x0‖ ≤ (1 + Θ)∆a0. (3.14)
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На основании ранее полученных результатов мы можем определить следующие по-
следовательности:

ak = Θak−1,

bk = gr(ak)ak,

ck =
[
gr(ak)− 1

]
ak,

dk = hr(ak, ck)ck +
4

5

[
gr(ak)− 1

]
ak.

(3.15)

Ясно, что последовательности {ak}, {bk}, {ck} и {dk} являются убывающими при усло-
вии, что Θ < 1. Теперь рассмотрим следующую лемму.

Лемма 2. Предположим, что существует положительное вещественное число r и
B(x0, r) ⊂ Ω такое, что выполняются следующие условия:

(i) 1− βw(r) > 0,

(ii) 1−Θ > 0,

(iii) r − ∆

1−Θ
η > 0.

(3.16)

Тогда последовательности {xk}, {yk}, {zk} ∈ B(x0, r) ∀ k ≥ 0 и (3.15) согласуются со
следующими ограничениями:

(Ik) ‖yk − xk‖ ≤ ak, ‖yk − x0‖ < (1 + Θ + · · ·+ Θk)∆a0,

(IIk) ‖zk − xk‖ ≤ bk, ‖zk − x0‖ < ∆a0(1 + Θ + · · ·+ Θk),

(IIIk) ‖zk − yk‖ ≤ ck,
(IVk) ‖xk+1 − zk‖ ≤ dk,
(Vk) ‖xk+1 − xk‖ ≤ ∆Θka0, ‖xk+1 − x0‖ < ∆a0(1 + Θ + · · ·+ Θk).

(3.17)

Доказательство. Поскольку x0 ∈ Ω, неравенства (Ik)–(Vk) для k = 1 были проверены
ранее. Докажем эти соотношения с использованием понятия математической индукции.
Для этого предположим, что (Is)–(Vs) верно для s = k. Тогда для k+1, согласно лемме 1
и гипотезе индукции, имеем

‖yk+1 − xk+1‖ ≤ 4hr(ak, ck)
[
gr(ak)− 1

]
ak +

5hr(bk, dk)

(
hr(ak, ck)

[
gr(ak)− 1

]
+

4

5

[
gr(ak)− 1

])
ak

≤ Θak = ak+1. (3.18)

Кроме того, согласно неравенству треугольника, и используя тот факт, что
∆ > 1 и предположение Θ < 1, можем найти, что

‖yk+1 − x0‖ <
(
1 + Θ + · · ·+ Θk + Θk+1

)
∆a0 <

∆

1−Θ
a0 < r, (3.19)

откуда следует, что yk+1 ∈ B(x0, r). Из соотношения (I) леммы 1 следует, что (IIIs) верно
для s = k + 1. Аналогичным образом, как и в первой части, и используя тот факт, что
1 < gr(a0) < ∆, мы находим, что неравенство (IIs) верно для s = k+ 1 и, таким образом,
zk+1 ∈ B(x0, r). Снова из соотношения (III) леммы 1 имеем

‖xk+2 − zk+1‖ ≤ hr(ak+1, ck+1)ck+1 +
4

5

[
gr(ak+1)− 1

]
ak+1 = dk+1. (3.20)
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В силу приведенного выше соотношения и используя неравенство треугольника, по-
лучим

‖xk+2 − xk+1‖≤hr(ak+1, ck+1)
[
gr(ak+1)− 1

]
ak+1+

1

5

[
9gr(ak+1)− 4

]
ak+1 ≤ ∆Θk+1a0. (3.21)

Наконец, имеем следующее:

‖xk+2 − x0‖ <
(
1 + Θ + · · ·+ Θk + Θk+1

)
∆a0 <

∆

1−Θ
a0 < r. (3.22)

Таким образом, xk+2 ∈ B(x0, r), и лемма доказана.

4. Полулокальная сходимость

В данном пункте докажем основной результат.

Теорема 1. Пусть X и Y — два банаховых пространства, а F : Ω ⊆ X → Y — не-
линейный оператор, непрерывно дифференцируемый по Фреше с третьим порядком на
непустом открытом выпуклом подмножестве Ω. Предположим, что существует Γ0 =
[F ′(x0)]

−1 для x0 ∈ Ω, условия (WC1)–(WC3) удовлетворяются и существует r ∈ R+

такое, что соотношения (5.5) выполняются. Если B(x0, r) ⊂ Ω, то последователь-
ность, определяемая (1.1), сходится к решению x∗ для F (x) = 0. Более того, предполо-
жим, что существует положительный корень ρ уравнения

2βw(r + ρ) =

∫ 1

1/2
φ(t) dt = 1, (4.1)

тогда решение x∗ для F (x) = 0 является единственным в Ω0 = B(x0, ρ) ∩ Ω.

Доказательство. Согласно лемме 2, итерационный процесс вполне определен. Теперь
докажем, что {xk} — последовательность Коши. Поскольку

‖xk+m − xk‖ ≤
k+m−1∑
i=k

‖xi+1 − xi‖ ≤
k+m−1∑
i=k

∆Θia0 ≤ ∆a0
Θk −Θk+m

1−Θ
, (4.2)

согласно предположению Θ < 1, отсюда следует, что {xk} — последовательность Коши.
Так что существует x∗ такое, что limk→∞ xk = x∗. Пусть m → ∞. Тогда мы имеем
априорную оценку ошибки

‖xk − x∗‖ ≤
∆

1−Θ
a0 ≤ r. (4.3)

Предположив, что k = 0 и m→∞, имеем

‖x∗ − x0‖ ≤ r. (4.4)

Это показывает, что x∗ ∈ B(x0, r). Докажем, что x∗ — решение F (x) = 0. Поскольку

‖F ′(xk)‖ ≤ ‖F ′(xk)− F ′(x0)‖+ ‖F ′(x0)‖ ≤ w(r) + ‖F ′(x0)‖, (4.5)

то это подтверждает, что F (xk) ограничено. Так как ‖ΓkF (xk)‖ ≤ ‖yk − xk‖ ≤ ak =
Θka0 и ‖F (xk)‖ ≤ ‖F ′(xk)‖‖ΓkF (xk)‖, то ввиду непрерывности F имеем F (x∗) = 0.
Предположим, если возможно, что x∗∗ — еще один нуль F (x) в B(x0, ρ) ∩ Ω. Используя
разложение Тейлора, имеем
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0 = F (x∗∗)− F (x∗) =

∫ 1

0
F ′
(
(1− t)x∗ + tx∗∗

)
dt(x∗∗ − x∗). (4.6)

Следовательно,

‖Γ0‖
∥∥∥∫ 1

0

[
F ′((1− t)x∗ + tx∗∗) − F ′(x0)

]
dt
∥∥∥

≤ β
∫ 1

0
w
(
(1− t)‖x∗ − x0‖+ t‖x∗∗ − x0‖

)
dt

< β

∫ 1/2

0
φ(1− t)w(r + ρ) dt+ β

∫ 1

1/2
φ(t)w(r + ρ) dt

= 2β

∫ 2

1/2
φ(1− t)w(r + ρ) dt.

Согласно лемме Банаха,
∫ 1
0 F

′((1− t)x∗+ tx∗∗) dt обратим и, следовательно, x∗∗ = x∗.

5. Модифицированная вычислительная эффективность

В статье [6] Кордеро с соавторами обсуждают эффективность рассматриваемой схемы
для нелинейных систем с точки зрения классического индекса эффективности, введен-
ного Островским [15], и индекса вычислительной эффективности, предложенного Трау-
бом [16]. Они показали, что эта схема более эффективна, чем схемы более высокого
порядка. В данном пункте обсудим индекс вычислительной эффективности представ-
ленного метода с точки зрения модифицированной концепции вычислительной эффек-
тивности, предложенной Санчесом с соавторами в [17]. Затем мы сравним модифици-
рованную вычислительную эффективность методов такого же порядка и покажем, что
представленный метод является эффективным, что позволяет нам использовать эту схе-
му в данном исследовании.

Вычислительные затраты для системы нелинейных уравнений для m переменных
задаются следующим образом [17]:

C(µ0, µ1,m) = µ0a0m+ µ1a1m2 + P (m), (5.1)

где a0 и a1 обозначают число скалярных функций F и F ′ соответственно, P (m) — чис-
ло произведений на одну итерацию, µ0 и µ1 — отношения произведений и вычислений,
необходимых для выражения значения C(µ0, µ1,m) в терминах произведений. Выраже-
ние для P (m) задается следующим образом:

P (m) =
m
(
2p1m2 +

(
3p1(k1 + 1) + 6p2

)
m+ 6p0 + p1(3k1− 5) + 6p2(k1− 1)

)
6

, (5.2)

где p0, p1 и p2 обозначают число скалярных произведений, число полных операций ли-
нейной системы и число операций двух треугольных систем на одну итерацию соответ-
ственно, а k1 — эквивалентные произведения для одного деления.

Индекс эффективности [18] итерационного метода определяется путем E = d1/C , где
d — порядок сходимости, а C — вычислительные затраты на одну итерацию. Сравним
эффективность представленного метода (1.1), обозначаемого M51, со схемами такого же
порядка Шармы и Гупты [19] (M52) и схемой Чена с соавторами [20] (M53). Метод M52
задается путем
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yk = xk −
1

2
ΓkF (xk),

zk = xk −
[
F ′(yk)

]−1
F (xk), (5.3)

xk+1 = zk −
[
2F ′(yk)−1 − Γk

]
F (zk),

а M53 определяется как

uk = xk − ΓkF (xk),

yk = xk +
1

2
(uk − xk),

zk = xk −
[
F ′(yk)

]−1
F (xk),

xk+1 = zk −
[
3F ′(yk)− 2F ′(xk)

]−1
F ′(yk)ΓkF (zk).

(5.4)

Пусть E5i — индексы эффективности методов M5i (i = 1, 2, 3), а C5i — вычислитель-
ные затраты. Тогда, учитывая приведенное выше, получим:

C51= m
(
2m2 + (6µ1 + 3k1 + 5)m+ 18µ0 + 15k1 + 1

)
/6 и E51= 51/C51,

C52= m
(
4m2 + (12µ1 + 6k1 + 8)m+ 12µ0 + 18k1− 10

)
/6 и E52= 51/C52,

C53= m
(
6m2 + (12µ1 + 9k1 + 10)m+ 12µ0 + 15k1− 3

)
/6 и E53= 51/C53.

На основании приведенных выше значений мы можем сформулировать следующую
теорему.

Теорема 2. Для всех m ≥ 2, µ0 > 0, µ1 > 0 и k1 ≥ 1 имеем:

(i) E51 > E52,

(ii) E51 > E53.
(5.5)

В противном случае сравнение эффективности зависит от m, µ0, µ1 и k1.

Теперь отобразим графики результатов теоремы 1 для конкретного множества
(µ0, µ1, k1) = (1, 1, 1) на рисунках. На рис. 1 и рис. 2 пунктирные линии обозначают
метод M51, а сплошные линии — остальные схемы.

Рис. 1. Графики C51 и C52
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Рис. 2. Графики C51 и C53

6. Применение

В последнем пункте рассмотрим нелинейное интегральное уравнение Хаммерштейна
смешанного типа, которое также рассматривается в [21] и задается следующим образом:

x(s) = 1 +

∫ 1

0
G(s, t)

(
x(t)7/5 +

x(t)2

10

)
dt. (6.1)

Ядро G(s, t) представляет собой функцию Грина в [0, 1] и задается следующим образом:

G(s, t) =

{
(1− s)t, t ≤ s,
s(1− t), s ≤ t.

(6.2)

Решение (6.1) такое же, как и решение F (x) = 0, где F : Ω ⊂ C[0, 1]→ C[0, 1] и

F (x)(s) = x(s)− 1−
∫ 1

0
G(s, t)

(
x(t)7/5 +

x(t)2

10

)
dt. (6.3)

В этом случае

F ′(x)y(s) = y(s)−
∫ 1

0
G(s, t)

(
7

5
x(t)2/5 +

1

5
x(t)

)
dt, (6.4)

что дает

‖F ′(x)− F ′(y)‖ =
1

40

(
7‖x− y‖2/5 + ‖x− y‖

)
, (6.5)

учитывая, что ‖
∫ 1
0 G(s, t)‖ ≤ 1

8
. Тогда w(z) =

1

40

(
7z2/5 + z

)
. Начиная с x0 ∈ Ω, мы

получим r ∈ R+, так что можно использовать теорему 1 и получить самое низкое значе-
ние r такое, что существует решение x∗ для (6.3) в B(x0, r). Если мы возьмем x0 = 1, то
сможем вычислить следующие стартовые значения:

β = 5/4, η = 11/64, φ(t) = t2/5, H = 5/7. (6.6)
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Теперь, в силу соотношений (3.6), мы найдем наименьшее значение r, одновременно
удовлетворяющее всем трем условиям (5.5):

ψ1(r) = 1− β 1

40

(
7r2/5 + r

)
> 0,

ψ2(r) = 1− 4hr(a0, c0)
(
gr(a0)− 1

)
−

5hr(b0, d0)

(
hr(a0, c0)

(
gr(a0)− 1

)
+

4

5

[
gr(a0)− 1

])
> 0,

ψ3(r) = r − ∆

ψ2(r)
a0 > 0.

(6.7)

На рис. 3 минимальное положительное значение r = 0.393027. На основании нашего
теоретического исследования мы можем заключить, что существует решение x∗ для (6.3)
в B(1, 0.393027) ⊂ Ω. Для единственности решения мы находим значение ρ с помощью
уравнения (4.1) и имеем ρ = 14.8572. Таким образом, решение является единственным в
B(1, 14.8572) ∩ Ω.

Рис. 3. Графики ψ1, ψ2 и ψ3
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19. Sharma J.R., Gupta P. An efficient fifth order method for solving systems of nonlinear
equations // J. Comput. Math. Appl. –– 2014.–– Vol. 67, iss. 3. –– P. 591–601.

20. Chen L., Gu C., and Ma Y. Semilocal convergence for a fifth-order Newton’s method using
recurrence relations in Banach spaces // J. Appl. Math.–– 2011.––Vol. 2011.–– (Article ID 786306).

21. Hernández-Verón M.A., Mart́inez E. On the semilocal convergence of a three steps Newton-
type iterative process under mild convergence conditions // Numer. Algor. –– 2015. –– Vol. 70,
iss. 2. –– P. 377–392.

Поступила в редакцию 3 октября 2016 г.


