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Предложен экономичный алгоритм и проведено численное моделирование динамики
плазмы в неоднородном магнитном поле. Отмечено соответствие между результатами
численного моделирования и результатами, полученными экспериментально на установ-
ке ГОЛ-3, а также в рамках ранее проведенных расчетов. Подтвержден наблюдаемый
в эксперименте эффект быстрой передачи энергии ионам.
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Введение. В эксперименте по нагреву и удержанию плазмы в многопробочной маг-
нитной системе на установке ГОЛ-3 быстрый нагрев плазмы достигается релятивистским
пучком электронов с энергией до 1 МэВ (ток до 30 кА, длительность до 8 мкс, энер-
госодержание 120–150 кДж) [1]. Столб дейтериевой плазмы плотностью n ≈ 1015 см−3,
длиной 12,3 м и диаметром 4–5 см формируется в гофрированном магнитном поле, состо-
ящем из 55 ячеек длиной 22 см каждая с пробочным отношением Bmax/Bmin = 5,2/3,2 Tл,
и ограничивается торцевыми пробками с полем B′max ≈ 9 Тл. Коллективный нагрев плаз-
мы пучком происходит в условиях развитой ленгмюровской турбулентности и подавле-
ния продольной электронной теплопроводности турбулентными электрическими полями,
что в гофрированном поле приводит к появлению периодической продольной модуляции

электронной температуры и давления. Градиент давления инициирует формирование и
ускорение плазменных потоков по направлению к центрам магнитных ячеек. Эксперимен-
ты показали, что при столкновении потоков наблюдается всплеск нейтронного излуче-
ния термоядерного происхождения, затем происходит быстрая термализация направлен-
ной энергии движения плазмы с продолжающимся излучением нейтронов [1]. Измерения
подтвердили наличие быстрого нарастания энергии ионов (до 1–2 кэВ за время действия
пучка), которое не объясняется кулоновскими электрон-ионными соударениями. Для иссле-
дования описанного выше механизма быстрой передачи энергии ионам ранее проводилось

численное моделирование динамики двухкомпонентной плазмы [2], которое было выполне-
но с использованием традиционных вычислительных алгоритмов [3] в гидродинамическом
приближении, поскольку на начальной стадии нагрева температура ионов плазмы, созда-
ваемой прямым разрядом в дейтерии, мала и длина свободного пробега ионов много меньше
длины одной ячейки многопробочной ловушки. Как показал численный анализ и подтвер-
дил эксперимент [1], динамика плазмы в этих условиях сопровождается возникновением
нелинейных волн большой амплитуды, что требует более совершенных алгоритмов для
моделирования процесса.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (код проекта 05-01-00146а) и в рамках интеграционных проектов № 148, 162 СО РАН.
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Для численного решения сильно нелинейных задач необходимы алгоритмы, облада-
ющие большим запасом устойчивости и позволяющие адекватно описывать решения на

больших промежутках времени (см. [4]). Такого рода алгоритмы могут быть основаны

на схемах типа предиктор-корректор, где необходимый запас устойчивости создается на
этапе предиктора, а консервативность схемы восстанавливается на этапе корректора, что
позволяет обеспечивать выполнение разностных законов сохранения. В работах [5, 6] пред-
ложена схема предиктор-корректор для численного решения уравнений газовой динамики.
В ней на этапе предиктора применялась схема расщепления по физическим процессам. В
настоящей работе эта схема выбрана в качестве базовой. Для получения второго порядка
аппроксимации по всем переменным на этапе корректора исходные уравнения аппроксими-
рованы симметричными операторами, а для сохранения монотонности введен сглаживаю-
щий оператор второго порядка малости подобно тому, как это сделано в [7]. Проведенные
тестовые расчеты подтвердили достаточную точность схемы и ее экономичность.

В настоящей работе на основе предложенной схемы проведены расчеты по нагреву

плазмы с параметрами, близкими к условиям реальных экспериментов на ГОЛ-3 с раз-
личными конфигурациями магнитного поля. Полученные численные результаты сравни-
ваются с результатами экспериментов и расчетов по ранним алгоритмам [1, 8].

Физико-математическая модель. Динамика плазмы описывается уравнениями

неразрывности и движения (в приближении замагниченной плазмы) и уравнениями энер-
гии для электронов и ионов, которые в рамках одномерного движения могут быть пред-
ставлены в виде (см. [2, 9, 10])
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Система уравнений (1) замыкается уравнениями состояния pi = nkTi, pe = nkTe. При-
няты следующие обозначения: t — время; z — продольная координата вдоль силовой

линии магнитного поля; n, V — плотность и скорость плазмы; M , m — массы иона и

электрона; M = 2Mp, где Mp — масса протона; B — магнитная индукция; Te, Ti —
температуры электронов и ионов плазмы; T = Te + Ti; p = pi + pe — полное давление

плазмы; κe = Fe(Zeff )nkTeτe/(ζm), κi = Fi(Zeff )nkTiτi/M — коэффициенты продольной

теплопроводности со столкновительными временами τe и τi соответственно, задаваемые
по формулам [10]
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;

Zeff — эффективный заряд ионов, связанный с примесями (здесь Zeff ≈ 1); параметры
Fe ≈ 3,9 и Fi ≈ 4,4 описывают изменение транспортных сечений в плазме с многозаряд-
ными ионами; k — постоянная Больцмана; λ — кулоновский логарифм (в нашем случае
λ ≈ 13); ζ — коэффициент подавления теплопроводности, определяемый уровнем турбу-
лентности плазмы: ζ = 1+(ζmax−1)(P (t)/Pmax)

2R(n); ζmax ≈ 102÷103 (определено из экспе-
римента); P (t) — мощность пучка; Pmax — его максимальная величина; R(n) = f(nb/n) —
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экспериментально измеренная зависимость потерь энергии пучка от отношения nb/n, при-
чем потери энергии обращаются в нуль, если инкремент пучково-плазменной неустойчи-
вости меньше электронной частоты соударений:

R(n) = max{0; 1− ln (neff (z)/n∗)/ ln (nc/n
∗)},

где neff (z) = max (0,8;n(z)B0/B(z)); nc ≈ (2 ÷ 3) · 1015 см−3 — критическая плот-
ность плазмы, выше которой турбулентного нагрева плазмы пучком не происходит;
n∗ ≈ 0,8 · 1015 см−3 — плотность плазмы, ниже которой потери энергии пучка при на-
греве плазмы практически не зависят от ее плотности.

Когда средняя длина свободного пробега частиц сравнима с длиной неоднородности

давления или превышает ее, используется приближенный алгоритм ограничения тепло-
проводности с ограничивающим фактором ξα(κα):

κeff
α = καξα(κα) = κα,max(1− exp (−κα/κα,max)),

где κα,max = qα,max/|dTα/dz|; qα,max = 3/(2
√
π )(nTαVT,α) — максимально возможный теп-

ловой поток частиц; VT,α = (2kTα/mα)1/2 — их тепловая скорость; α = e, i — сорт частиц.
Источники Qe,i описывают изменение энергии в компонентах плазмы:

Qe = Q0 + nν
e/i
ε (Ti − Te), Qi = nν

i/e
ε (Te − Ti), (2)

где ν
e/i
ε = ν

i/e
ε = 4,75 ·10−9Z2

eff nλMp/(MT
3/2
e ) [см3/с] — электрон-ионная частота соударе-

ний. Член Q0 в выражении (2) описывает нагрев плазмы электронами пучка с эффектив-
ностью η1 и надтепловыми электронами плазмы, возникающими при турбулентном взаи-
модействии с ней пучка и имеющими характерную энергию (“температуру”) Th ≈ 10 кэВ,
с эффективностью η2:

Q0 =
P (t)B(z)

S0B∗0L
[η1Reff (n, z) + η2Φ(n, z, Th)],

где Reff (n, z) = AR(n)(1+(Kn−1)l0/(z+ l0)); Kn и l0 — параметры задачи, характеризую-
щие неоднородность нагрева по длине из-за размывания пучка по скоростям при прохожде-
нии плазмы (в эксперименте Kn ≈ 2,9, l0 = 2 м); B∗0 — магнитная индукция в сечении S0;

L — длина системы; A — нормировочный коэффициент такой, что
1

L

L∫
0

Reff (n, z) dz = 1.

Компонента Φ описывает нагрев плазмы за счет релаксации быстрого “хвоста” плаз-
менных электронов:

Φ(n, z, Th) =
0,85nL

2R0(Th)

∞∫
ε′min

ψ(ξ, ε′) dε′,

где ε′ = ε/Th — безразмерная энергия быстрых электронов; ε′min — энергия, при ко-
торой длина свободного пробега электронов R0(ε) [cм−2] = 2,5 · 1018 · ε2 [кэВ]/λ равна

〈nl〉 =

z∫
0

n(l) dl; ξ = 〈nl〉/R0(ε); ψ(ξ, ε′) = 3,39(0,01 + ξ)0,25 exp (−6ξ2,5 − ε′) — безразмер-

ная функция поглощения энергии надтепловых электронов в мишени. Коэффициент 0,85
учитывает частичное отражение надтепловых электронов от торцевых пробок магнитного

поля.
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Для удобства численного интегрирования приведем уравнения (1) к безразмерному ви-
ду, выбирая в качестве исходных параметров следующие величины, характерные для на-
чального состояния плазмы: длина L0 = 102 см; время t0 = 10−6 с; скорость V0 = 108 см/с;
магнитное поле B0 = 1 Тл; плотность n0 = 1015 см−3; температура T0 = 103 эВ; мощность
пучка P0 = 109 Вт. Далее, как правило, все величины будем приводить в безразмерных
единицах.

Выберем в качестве искомых функций плотность плазмы, скорость, ионное и полное
давления. Тогда исследуемая система уравнений может быть представлена в безразмерном
виде
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безразмерные параметры; C0 =
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γp/(nM) — ионно-звуковая скорость волн в плазме;

F0 = Q̃0/γ
′ + ∂ ((ξ̃i − ξ̃e) ∂Ti/∂z)/∂z.

Перепишем систему уравнений (3) в векторной форме:
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Решение задачи (4) будем искать в области Π = {z0 6 z 6 L, t > 0}. Граничные
условия на концах системы определяются свободным вытеканием плазмы через торцевые

магнитные пробки и приближенно описываются следующими условиями (см. [2]):
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Начальные условия соответствуют заполнению системы однородной холодной плаз-
мой:

T0e,i = 1 эВ, n0 = 1015 см−3, V0 = 0.

Разностная схема. Введем в Π расчетную сетку с постоянными шагами h и τ соот-
ветственно. Аппроксимируем оператор Ω разностным оператором Ωh:
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Здесь

Λ =

{
Λ−, если V > 0,
Λ+, если V < 0;

Λ̄ =

{
Λ+, если V > 0,
Λ−, если V < 0;

Λ±fj = ±(fj±1 − fj)/h — аппроксимация первой производной с учетом знака скорости V l

с порядком O(h); ΛaΛ — аппроксимация вторых производных симметричным оператором

на трехточечном шаблоне. Как и в [5, 6], представим оператор Ωh в виде суммы операторов

Ωh = Ω1h + Ω2h, где
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С учетом введенных обозначений разностная схема

f l+1/4 − f l

τα
+ Ω1hf

l+1/4 = 0,
f l+1/2 − f l+1/4
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+ Ω2hf

l+1/2 = 0,
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τ
+ Ω̃hf

l+1/2 = F l+1/2
(6)

аппроксимирует исходные уравнения (4) с порядком O(τm + τh + hk), где m = 2 при
α = 0,5 + O(τ) и m = 1 при α 6= 0,5; k — порядок аппроксимации оператора Ωh на этапе

корректора. Для повышения точности расчета оператор Ω на этапе корректора аппрок-
симируем симметричным оператором со вторым порядком. Тогда разностная схема (6)
аппроксимирует исходные уравнения (4) с порядком O(τ2 +h2) при α = 0,5+O(τ). В силу
симметричной аппроксимации вектора оператора Ω̃h схема немонотонна, и для устранения
осцилляций в нее на этапе корректора вводится сглаживающий оператор второго порядка

малости подобно тому, как это сделано в [7]:

Λaf =
(af)j+1 − (af)j−1

2h
− h

2

bj+1/2Λ+fj − bj−1/2Λ−fj

h
, (7)
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Рис. 1

где bj±1/2 = (bj±1 + bj)/2; bj = ε2|aj |; ε = 0, если d = 0, иначе ε = |fj+1 − 2fj + fj−1|/d;
d = |fj+1 − fj |+ |fj − fj−1|.

В линейном приближении при F = 0 разностная схема (6) безусловно устойчива при
α > 0,5. Как следует из вида матричных операторов Ωjh, на дробных шагах она реализу-
ется скалярными трехточечными прогонками, а на этапе корректора — явно.

Отметим, что в ранних алгоритмах для обеспечения устойчивости решения и модели-
рования формирования и столкновений сильно нелинейных волн вводилась искусственная

вязкость и проводилось сглаживание локальных возмущений, возникавших в используемой
разностной схеме [2], что могло повлиять на качество полученных результатов. Приведен-
ный выше алгоритм искусственной вязкости не содержит.

Тестирование схем (4)–(7) проведено на решении двух задач: о распаде произволь-
ного разрыва и стационарном течении в канале переменного сечения. Для первой задачи
начальные и краевые условия задавались следующим образом:

n(z, 0) = 1, V (z, 0) = 0, p(z, 0) = 1 при −4 6 z 6 0;
n(z, 0) = 0,125, V (z, 0) = 0, p(z, 0) = 0,1 при 0 < z 6 6;

n(−4, t) = 1, V (−4, t) = 0, p(−4, t) = 1, n(6, t) = 0,125, V (6, t) = 0, p(6, t) = 0,1.

Заметим, что система уравнений (6) при F ≡ 0 и pi = p, pe = 0, ζ̃i = ζ̃e = 0 есть систе-
ма уравнений газовой динамики в квазиодномерном приближении, а под B−1 понимается

площадь поперечного сечения. Очевидно, при B = const уравнения (4) являются системой
одномерных нестационарных уравнений газовой динамики.

На рис. 1 приведены результаты расчетов по схеме второго порядка (6) со сглажива-
нием (7) на момент времени t = 2,5 на сетке, содержащей 200 узлов по z при α = 0,505.
Сплошной линией показано точное решение, точками — численное. Видно, что ударная
волна “размазывается” на 2–3 узла, а контактный разрыв — на 6 узлов. Схема правиль-
но передает скорости движения ударной волны и волны разрежения. Подобный результат
получен и по схеме первого порядка, однако в этом случае контактный разрыв “размазы-
вается” на 10–12 узлов. Расчеты выполнены при числе Куранта k = max (τ |V ± c|/h) = 1.
Все представленные ниже расчеты также выполнены по схеме второго порядка с моното-
низацией решения.
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Для задачи, описывающей квазиодномерное стационарное течение в канале перемен-
ного сечения, задаваемого формулой B(x) = 0,5 + 0,5(1 − 2x)2, 0 6 x 6 1, решение нахо-
дилось численно методом установления. В начальный момент времени (t = 0) задавались
значения функций на входе и выходе из канала, удовлетворяющие точному решению n

V
p


x=0

=

 1
1,0237

8

 ,

 n
V
p


x=1

=

 0,8835
1,1586
7,0315

 ,

которое содержит разрыв газодинамических величин. На рис. 2 приведены точное (сплош-
ные линии) и численное (точки) решения после установления по схеме (6) на расчетной
сетке из 200 узлов. Как показывают результаты расчетов, предложенная схема позволяет
с достаточной точностью получать решение стационарных и нестационарных задач при

наличии разрывов и других особенностей течения.
Моделирование нагрева и движения плазмы. С целью проверки работы алгорит-

мов и возможности моделирования ими механизма нагрева плазмы в рамках предложенной

физической модели [2] проведено моделирование динамики плазмы в условиях, соответ-
ствующих специальному эксперименту на ГОЛ-3 с одиночной магнитной ячейкой [11, 12].
В начальный момент времени (t = 0) в канале длиной L = 12,32 м задавались невозму-
щенные значения искомых величин n = 1, V = 0, Ti = Te = 0,001. Внешнее магнитное
поле задавалось по формуле B = 2 + cos (2(z − 1,5π)), если 1,5π 6 z 6 2,5π, B = 3, ес-
ли 0 6 z 6 1,5π или 2,5π 6 z 6 12,3. Система предполагалась открытой, допускающей
свободное вытекание плазмы на границах канала и удовлетворяющей краевым услови-
ям (5). Численное решение уравнений (4) находилось по схеме предиктор-корректор (6) с
порядком O(τ2+h2). Расчетная сетка содержала 400 узлов по координате z. Выше отмеча-
лось, что разностная схема (6) безусловно устойчива при отсутствии внешних сил. Однако
при наличии внешних источников F , которые вычисляются явно на этапе корректора, раз-
ностная схема может терять свойство безусловной устойчивости. В этом случае временной
параметр τ определяется из устойчивости схемы по правой части. За счет вклада нагре-
ва пучком в источниковый член F он становится определяющим в уравнении энергии и

значительно превосходит конвективные и другие члены уравнения. При этом электронная
температура резко возрастает: приблизительно в 1000 раз. Численные расчеты проведе-
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Рис. 3

ны при значении числа Куранта k ≈ 0,01 ÷ 0,1, допускаемом устойчивостью схемы. На
рис. 3 приведены распределения скорости, плотности, электронной и полной температуры
в моменты времени t = 1, 2, 3, 4 мкс (кривые 1, 2, 3, 4 соответственно) для заданного
распределения магнитного поля.

В соответствии с предполагаемым механизмом ускорения ионов и эксперименталь-
ными данными, полученными в установке ГОЛ-3 (см. [11]), нагрев плазмы электронным
пучком происходит неравномерно из-за неравномерности распределения магнитного поля:
температура значительно повышается по краям пробкотрона и в меньшей степени — в

центре ямы. Неоднородность давления приводит к ускорению плазмы к центру ячейки.
При t > 4 мкс два потока сталкиваются и, как показывают оценки, проходят друг через
друга.

В рамках рассматриваемой односкоростной модели численные расчеты, проведенные
по изложенному выше алгоритму, дали следующие результаты. При решении задачи за
счет нагрева плазмы электронным пучком происходит существенный рост электронной

температуры: приблизительно в 1000 раз, причем ее возрастание максимально вне маг-
нитной ямы (см. рис. 3). Ионная же температура возрастает приблизительно в 10 раз и
достигает максимального значения на границах магнитной ямы. За счет ускорения плаз-
мы к центру магнитной ямы плотность возрастает в зоне ямы (приблизительно в 2,8 раза
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по сравнению с начальной) и уменьшается вне ямы. Полное давление целиком определя-
ется электронным давлением: на краях ямы оно возрастает больше, чем в центре. Макси-
мальная кинетическая энергия ускоренных ионов составляет приблизительно 0,3–0,5 элек-
тронной температуры, что соответствует экспериментальным наблюдениям. Численное
решение качественно и количественно близкó к полученным в эксперименте и в ранних
расчетах (см. [2, 11]) вплоть до времени t = 4 мкс. Однако для t > 4 мкс из расчетов
следует, что два потока плазмы сталкиваются в центре ямы, при этом резко возрастают
температуры и давления. Для таких времен односкоростная модель перестает быть спра-
ведливой, и для расчета таких течений необходимо использовать многопотоковые модели.

Результаты расчетов для многопробочной конфигурации магнитного поля.
Проверка работы алгоритмов и исследование механизма коллективного ускорения ионов

проводились также на задаче с периодическим магнитным полем, близким к полю мно-
гопробочной системы установки ГОЛ-3. Моделирование преследовало две цели. Первая —
расширение области устойчивого решения, которая в ранних расчетах была существенно
ограничена возможностью применяемого численного алгоритма. Вторая — исследование

влияния степени неоднородности нагрева электронов пучком (которое в модели может за-
даваться по результатам измерений в эксперименте) на неоднородность ускорения ионов
по длине установки.

При моделировании внешнее магнитное поле одной ячейки поля задавалось по фор-
мулам B = 4,2 + cos (2πz/0,22) [Тл] в интервале 0,11 6 z 6 12,21 и B = 6,1 +
2,9 cos (2πz/0,22) [Тл] вне этого интервала. Это соответствует многопробочной системе,
полная длина которой 12,32 м, ограниченной двумя торцевыми пробками с магнитным
полем 9 Тл. Всего в системе размещалось 56 таких магнитных ячеек с периодом 22 см.
Расчетная сетка содержала 1000 узлов по координате z. На каждую ячейку приходилось 18
узлов сетки. В начальный момент времени в канале длиной L = 12,32 м задавались невоз-
мущенные значения искомых величин n = 1,5 · 1015 см−3, V = 0, Te = Ti = 1 эВ. На рис. 4
приведены распределения скорости, плотности, электронной и суммарной температуры
T = Te + Ti в моменты времени t = 0,5, 1, 1,5, 1,8 мкс (кривые 1, 2, 3, 4 соответственно)
в гофрированном магнитном поле.

Так как плотность замагниченного пучка пропорциональна магнитному полю, то при
t = 0 отношение nb/n, определяющее эффективность нагрева электронов плазмы, также
периодически изменяется по длине системы. При этом на концах каждой ячейки в обла-
сти большого магнитного поля происходит эффективный нагрев плазмы пучком. В цен-
тре каждой ячейки отношение плотности пучка к плотности плазмы становится меньше

необходимого для развития пучково-плазменной турбулентности и локальный нагрев плаз-
мы оказывается значительно меньше. Возникающая при этом неоднородность электрон-
ного давления ускоряет плазму по направлению к средней плоскости, формируя встреч-
ные потоки ускоренных ионов из областей высоких магнитных полей каждой ячейки к

ее центральной плоскости. Наблюдаемое коллективное ускорение ионов увеличивает их
кинетическую энергию до значений, сопоставимых с тепловой энергией электронов за вре-
мя, меньшее длительности пучка. Полученное в этих расчетах распределение параметров
плазмы соответствует результатам моделирования по ранним алгоритмам вплоть до рас-
четных времен, соответствующих 1,8 мкс. Предложенная гидродинамическая модель для
описания многопробочной конструкции справедлива лишь до пересечения встречных по-
токов плазмы. При t > 1,8 мкс, так же как и для однопробочной конфигурации магнитного
поля, необходимо применять многопотоковые либо кинетические модели.

Заключение. Предложена физико-математическая модель для описания сильно нели-
нейных процессов динамики высокотемпературной плазмы, нагреваемой мощным элек-
тронным пучком в открытой ловушке с неоднородным магнитным полем. Разработаны и
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Рис. 4

реализованы экономичные алгоритмы, основанные на методе расщепления. Проведено их
тестирование и получены оценки точности алгоритмов на решении задач с разрывными

решениями. Выполнено численное моделирование реальных экспериментов, проведенных
на установке ГОЛ-3. Отмечено соответствие результатов численного моделирования и
результатов, полученных экспериментально, а также в рамках ранее проведенных рас-
четов. Это позволяет сделать вывод о правильности выбранной физико-математической
модели для описания механизма нагрева плазмы вплоть до момента столкновения пото-
ков плазмы. Подтверждены правильность выбранной модели и достоверность численного
моделирования на основе различных численных алгоритмов. Подтвержден наблюдаемый
в эксперименте эффект быстрой передачи энергии ионам. Показана необходимость приме-
нения кинетических моделей для расчета динамики плазмы при больших временах.
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