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С использованием модели Дарси — Форгеймера — Бринкмана исследуется процесс теп-
лопереноса в вязкой несжимаемой жидкости в окрестности пластины, помещенной в по-
ристую среду, с учетом конвективных граничных условий. Система дифференциальных
уравнений в частных производных преобразуется к нелинейной системе обыкновенных
дифференциальных уравнений, и находятся автомодельные решения. Уравнения, запи-
санные в автомодельных переменных, решаются численно. Показано, что с увеличением
параметра конвекции увеличивается температура поверхности, а с увеличением числа
Прандтля увеличивается скорость теплообмена.
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Введение. Перенос тепла в пористой среде используется в геотермальных процессах,
при добыче нефти, обработке металлов, проектировании изолированных систем, в зерно-
хранилищах, теплообменниках, каталитических реакторах и т. д. [1]. Анализ течений в по-
ристой среде проведен в работах [2–4] и др. Для изучения свободно-конвективного течения
вблизи вертикальной пластины, помещенной в пористую среду, авторы работы [2] получи-
ли автомодельные решения задачи теплообмена в плотине (дамбе). В [5] рассматривался
процесс смешанной конвекции вблизи вертикальной пластины в насыщенной пористой

среде. В [6, 7] исследовались течения в режиме смешанной конвекции вблизи вертикаль-
ной пластины, подчиняющиеся и не подчиняющиеся закону Дарси. Как известно, наличие
пористости в ламинарном пограничном слое при обтекании пластины создает сопротив-
ление течению, пропорциональное его скорости, что приводит к увеличению теплообмена
на поверхности пластины. В работе [8] изучалось смешанное (свободное и вынужденное)
конвективное течение вблизи полубесконечной пластины при неравномерном распределе-
нии температуры ее поверхности. Авторами [9] с использованием законов, отличных от
законов Дарси, для описания течения вблизи вертикальной пластины обнаружено суще-
ственное влияние граничных условий и инерционных эффектов на скорость жидкости и

скорость теплообмена на поверхности. В [10, 11] изучалась естественная конвекция в на-
сыщенной пористой среде. В [10] с использованием интегрального метода задача, сформу-
лированная в [7], обобщена на случай смешанной конвекции в режиме фильтрации Дарси.
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Эффекты, возникающие при использовании законов, отличных от закона Дарси, для задач
о вынужденном конвективном теплопереносе в окрестности пластины в высокопористых

средах изучались в работе [12]. В [13] с помощью блочного метода Келлера для построе-
ния решения нелинейных уравнений исследовалось влияние магнитного поля и излучения

на течение с вынужденным конвективным переносом тепла. Авторы [14] рассматривали
вынужденные конвективные течения, подчиняющиеся закону Дарси, пренебрегая нелиней-
ным членом Форгеймера. В [15] получены аналитические решения задачи о нестационар-
ном магнитогидродинамическом конвективном тепло- и массообмене вблизи вертикальной
проницаемой пластины и задачи о совместном влиянии излучения и химических реакций

с использованием условий проскальзывания на границе. В работе [16] исследовалось те-
чение с проскальзыванием в окрестности пластины при наличии магнитного поля, в [17]
изучалось течение типа течения Дарси с условиями проскальзывания, в которых пренебре-
галось членом Форгеймера. В [18] задача, рассмотренная в [14], решалась путем добавления
в уравнение сохранения импульса для описания инерционных эффектов в пористой среде

квадратичного члена, используемого в модели Дарси— Форгеймера. В [19] с использовани-
ем модели магнитогидродинамического течения вблизи пористой пластины исследовалась

диффузия химически активного раствора в пограничном слое для случая химических ре-
акций n-го порядка.

Для описания фильтрации в пористой среде используется закон Дарси, представля-
ющий собой эмпирическую формулу, связывающую градиент давления, кажущееся со-
противление вязкой жидкости и ускорение свободного падения. Течение в пористой среде
начинает отличаться от течения, моделируемого с использованием закона Дарси, при зна-
чениях числа Рейнольдса Re = 1÷ 10, вычисленных для диаметра пор [20]. При изучении
течений в пористой среде с высокой проницаемостью авторы [21, 22] добавили в закон
Дарси члены, используемые в классическом законе сопротивления.

Для описания теплообмена используются два типа граничных условий: заданная тем-
пература на границе или заданный тепловой поток. В некоторых случаях поверхностный
теплообмен зависит от температуры поверхности. В наиболее простом случае задается ли-
нейная связь между поверхностным потоком тепла и температурой. Такие ситуации имеют
место в сопряженных задачах (см., например, [23]) и при ньютоновском нагреве поверх-
ности [24]. Нагрев по закону Ньютона, применяемый во многих инженерных устройствах,
рассматривался в [25]. Задачи теплопереноса с учетом конвективных граничных условий
исследовались в работах [26–29].

В настоящей работе, являющейся продолжением работы [18], исследуются течение
в пограничном слое и теплообмен на плоской пластине с учетом конвективных граничных

условий.
1. Постановка задачи. Рассмотрим двумерное стационарное ламинарное течение

вязкой несжимаемой жидкости в приближении пограничного слоя в режиме вынужденной

конвекции на плоской пластине (толщина пластины значительно меньше ее ширины),
помещенной в пористую среду. В дифференциальных уравнениях при описании движения
в пористой среде используется модель Дарси— Форгеймера— Бринкмана. В приближении
пограничного слоя с учетом теплообмена основные уравнения имеют вид
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Рис. 1. Схема течения:
1 — пластина, 2 — горячая жидкость

Здесь u, v — компоненты скорости в направлениях x, y соответственно; ν = µ/ρ — ки-
нематическая вязкость; µ, ρ — динамическая вязкость и плотность жидкости; k = k0x —
проницаемость в законе Дарси для пористой среды; k0 — начальная проницаемость;
k′ = k′0/

√
x — коэффициент сопротивления в законе Форгеймера; k′0 — константа Фор-

геймера, экспериментально измеряемая для различных пористых сред; T — температура;
κ — теплопроводность жидкости; u∞ — скорость потока на бесконечности; cp — теплоем-
кость при постоянном давлении. Вследствие того что скорость течения мала, тепловыделе-
нием, возникающим при наличии вязкости, пренебрегается. Координата x отсчитывается
от кромки пластины, ось y направлена по нормали к пластине (рис. 1).

Будем полагать, что пластина нагревается снизу горячей жидкостью с постоянной

температурой Tf и коэффициентом теплопереноса hf . Граничные условия на поверхности
пластины представим в виде [26, 28]

y = 0: u = 0, v = 0, −κ
∂T

∂y
= hf (Tf − Tw),

y →∞: u = u∞, T = T∞,

где Tw – температура стенки; T∞ — температура потока на бесконечности, полагаемая
постоянной (Tf > Tw > T∞). Для построения автомодельного решения положим

hf = cx−1/2

(c — константа).
Рассмотрим соотношения для u, v

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
, (4)

где ψ — функция тока.
Введем безразмерные переменные
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Tf − T∞

, (5)
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√
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, ψ =
√
u∞νx f(η). (6)
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С использованием соотношений (4)–(6) уравнения (1)–(3) можно представить в виде

f ′′′ +
1

2
ff ′′ − k1(f

′ − 1)− k2(f
′2 − 1) = 0; (7)

θ′′

Pr
+

1

2
fθ′ = 0, (8)

где k1 = 1/(Dax Rex) = ν/(k0u∞) — параметр пористости среды; Dax = k/x2 = k0/x —
локальное число Дарси; Rex = u∞x/ν — локальное число Рейнольдса; k2 = k′0/

√
k0 —

инерциальный параметр; Pr = µcp/κ — число Прандтля.
В безразмерных переменных граничные условия принимают вид

η = 0: f ′ = 0, f = 0, θ′ = −γ(1− θ),

η →∞: f ′ = 1, θ = 0,

где γ = (c/κ)
√
ν/u∞ — параметр конвекции.

2. Результаты исследования и их обсуждение. С использованием классического
метода Рунге — Кутты четвертого порядка с шагом h = 0,01 уравнения (7), (8) с гранич-
ными условиями преобразовывались к задаче Коши. Полученные уравнения интегрирова-
лись с помощью метода “стрельбы”.

Расчеты выполнялись для различных значений параметра пористости среды k1, инер-
циального параметра k2, параметра конвекции γ и числа Прандтля Pr. Полученные ре-
зультаты представлены на рис. 2–7. Также было проведено сравнение полученных резуль-
татов с данными работ [26, 28] для соответствующих значений коэффициента теплопе-
реноса −θ′(0) (см. таблицу). Из таблицы следует, что при Pr = 0,10; 0,72 полученные
результаты хорошо согласуются с результатами работы [28]. При Pr = 0,72 они также
хорошо согласуются с данными [26]. При Pr = 0,1 результаты настоящей работы и рабо-
ты [26] различаются, что обусловлено малой областью расчета, использованной в [26].

На рис. 2,а видно, что толщина пограничного слоя уменьшается. В этом случае при
увеличении проницаемости среды увеличивается горизонтальная составляющая скорости.
Эта тенденция наблюдается при двух рассмотренных значениях параметра k2. Также вид-
но, что при увеличении значения инерциального параметра k2 скорость внутри погранич-
ного слоя также увеличивается (см. рис. 2,б), а толщина пограничного слоя уменьшается.
Очевидно, что различие картин течения, полученных с использованием рассматриваемой

Значения коэффициента теплопереноса −θ′(0) в непористой среде
при различных значениях γ и числа Прандтля Pr

γ

−θ′(0)

Pr = 0,10 Pr = 0,72

Данные

работы [26]
Данные

работы [28]
Данные

настоящей работы

Данные

работы [26]
Данные

работы [28]
Данные

настоящей работы

0,05 0,0373 0,036 844 0,036 835 0,0428 0,042 767 0,042 765
0,10 0,0594 0,058 338 0,058 329 0,0747 0,074 724 0,074 723
0,20 0,0848 0,082 363 0,082 359 0,1193 0,119 295 0,119 296
0,40 0,1076 0,103 720 0,103 721 0,1700 0,169 994 0,169 992
0,60 0,1182 0,113 533 0,113 529 0,1981 0,198 051 0,198 053
0,80 0,1243 0,119 170 0,119 172 0,2159 0,215 864 0,215 863
1,00 0,1283 0,122 830 0,122 833 0,2282 0,228 178 0,228 179
5,00 0,1430 0,136 215 0,136 217 0,2791 0,279 131 0,279 133
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Рис. 2. Профили скорости при Pr = 0,7, γ = 0,2 и различных значениях пара-
метра пористости k1 и инерциального параметра k2:
а— 1–3 — k2 = 0,1, 1 ′–3 ′ — k2 = 0,9; 1, 1 ′ — k1 = 0,1, 2, 2 ′ — k1 = 0,5, 3, 3 ′ — k1 = 0,9;
б— 1–3 — k1 = 0,1, 1 ′–3 ′ — k1 = 0,9; 1, 1 ′ — k2 = 0,1, 2, 2 ′ — k2 = 0,5, 3, 3 ′ — k2 = 0,9
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Рис. 3. Профили температуры при Pr = 0,7, γ = 0,2 и различных значениях
параметра пористости k1 и инерциального параметра k2 (обозначения те же,
что на рис. 2)

модели и модели Дарси, обусловлено наличием в первой из них члена Форгеймера, который
оказывает значительное влияние на распределение скорости.

На рис. 3 видно, что при увеличении k1, k2 температура внутри пограничного слоя

уменьшается, скорость теплопереноса увеличивается (тепловой пограничный слой стано-
вится тоньше). Скорость охлаждения значительно больше при больших значениях инерци-
ального параметра k2 (см. рис. 3,б). На рис. 4 приведены профили температуры и гради-
ента температуры при различных значениях параметра конвекции γ. Видно, что при уве-
личении γ температура увеличивается, градиент температуры уменьшается. При γ →∞
решение стремится к классическому решению для постоянного значения температуры по-
верхности. Это следует из граничных условий (8), согласно которым θ(0) уменьшается
до единицы при γ → ∞. Для покоящейся жидкости и фиксированного значения скорости
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Рис. 4. Профили температуры (а) и градиента температуры (б) при k1 = k2 = 0,2,
Pr = 0,7 и различных значениях параметра конвекции γ:
1 — γ = 0,1, 2 — γ = 0,3, 3 — γ = 0,5, 4 — γ = 1, 5 — γ = 10, 6 — γ = 100
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Рис. 5. Профили температуры (а) и градиента температуры (б) при k1 = k2 = 0,2,
γ = 0,2 и различных значениях числа Прандтля:
1 — Pr = 0,6, 2 — Pr = 0,8, 3 — Pr = 1,2, 4 — Pr = 1,8, 5 — Pr = 2,5

на бесконечности в любой точке x значение γ прямо пропорционально значению коэффи-
циента теплопереноса hf в горячей жидкости. Термическое сопротивление для горячей
жидкости обратно пропорционально hf . Таким образом, при увеличении параметра γ кон-
вективное сопротивление горячей жидкости уменьшается и как следствие температура

поверхности θ(0) увеличивается (см. рис. 4,а).

На рис. 5 приведены профили температуры и градиента температуры при различ-
ных значениях числа Прандтля. Видно, что при увеличении числа Прандтля температу-
ра уменьшается (см. рис. 5,а), градиент температуры сначала также уменьшается, при
дальнейшем увеличении числа Прандтля — увеличивается (см. рис. 5,б), и как следствие
увеличивается скорость теплообмена на поверхности. Это обусловлено тем, что жидкость
с большим значением числа Прандтля обладает меньшей теплопроводностью.
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Рис. 6. Зависимости коэффициента поверхностного трения (а) и коэффициента
теплопереноса (б) от инерциального параметра k2 при Pr = 0,7, γ = 0,2 и
различных значениях параметра пористости k1:
1 — k1 = 0,1, 2 — k1 = 0,5, 3 — k1 = 0,9
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Рис. 7. Зависимость коэффициента теплопереноса от параметра конвекции γ
при k1 = k2 = 0,2 и различных значениях числа Прандтля:
1 — Pr = 0,6, 2 — Pr = 1,2, 3 — Pr = 2,5

На рис. 6 приведены зависимости коэффициента поверхностного трения и коэффи-
циента теплопереноса от параметра пористости и инерциального параметра. Видно, что
при увеличении обоих параметров коэффициент поверхностного трения и коэффициент

теплопереноса увеличиваются. Коэффициент теплопереноса −θ′(0) также увеличивается
при увеличении числа Прандтля и параметра конвекции γ (рис. 7). Это обусловлено тем,
что процесс переноса тепла происходит от более нагретой поверхности к менее нагретой

жидкости, так как Tf > T∞.
Заключение. В работе с учетом конвективных граничных условий выполнен анализ

теплопереноса для стационарного течения в режиме вынужденной конвекции в приближе-
нии пограничного слоя на пластине, помещенной в пористую среду. Течение описывается
с помощью модели Дарси— Форгеймера— Бринкмана. Обнаружено уменьшение темпера-
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туры при увеличении параметра пористости. Показано существенное влияние инерцион-
ного параметра на картину течения. При увеличении инерциального параметра скорость
теплопереноса увеличивается. Установлено, что член Форгеймера вносит значительный
вклад в модель фильтрации. Показано, что с увеличением параметра конвекции темпера-
тура стенки увеличивается. Зафиксировано также увеличение интенсивности теплопере-
носа при увеличении числа Прандтля.
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