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Использована модель линейной теории упругости со структурным параметром. Система опреде-
ляющих соотношений в плоском случае содержит пять независимых уравнений, в то время как  
в классической теории упругости уравнений только три. Два оставшихся уравнения в классиче-
ских теориях неявно содержатся в постулате о диффеоморфизме — предположении о гладкости 
поля смещений. Отказ от выполнения постулата о диффеоморфизме приводит к тому, что в мо-
дели появляется структурный параметр — макродеформации, которые зависят от напряжений и 
вторых производных напряжений по координатам. Сформулирована и численно решена задача о 
деформировании целика с учетом влияния окружающего массива.  
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The model of linear elastic theory with structural parameter has been used in present paper. In plane for-
mulation, the constitutive relationship system consists of five independent equations, whereas there are 
only three equations in classical elasticity theory. Two remaining equations are implicitly contained in 
the postulate of diffeomorphism—an assumption about smoothness of displacement field. Refusing the 
postulate of diffeomorphism introduces a structural parameter in the model—macrodeformations which 
depend on stresses and second derivatives of stresses with respect to coordinates. The boundary value 
problem of pillar deformation taking into account the influence of surrounding rock mass has been  
formulated and numerically solved. 
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Одной из распространенных технологий добычи полезных ископаемых подземным спосо-
бом является камерная технология с использованием ленточных барьерных и междукамерных 
целиков. Такие технологии применяются на угольных месторождениях, на соляных рудниках и 
др. Оптимизация размеров целиков должна обеспечивать как снижение потерь полезного иско-
паемого, так и безопасность ведения очистных работ. Кроме того, потеря устойчивости жест-
ких барьерных и сравнительно более податливых междукамерных целиков может спровоци-
ровать неконтролируемое оседание земной поверхности. 
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Известно, что породный массив представляет собой структурно-неоднородную среду. Нали-
чие внутренней структуры является одним из фундаментальных свойств горных пород и пред-
определяет такие его свойства, как дилатансию, внутреннее трение, сцепление, нелинейность 
поведения и анизотропию. Кроме того, элементы внутренней структуры (блоки, трещины, раз-
ломы) могут выступать в роли концентраторов напряжений в массиве. С другой стороны, це-
лики горной породы сами по себе являются концентраторами напряжений окружающего их 
массива. Поэтому для моделирования процессов деформирования целиков необходимо исполь-
зовать такие математические модели, которые позволяют проводить анализ напряженного 
состояния среды в условиях повышенных градиентов напряжений. 

Исследование напряженно-деформированного состояния целиков и породного массива в 
окрестности выработанного пространства, расчет оптимальных размеров целиков проводились 
многими авторами в различных постановках [1 – 14]. В настоящей работе используется мате-
матическая модель среды со структурным параметром [15, 16]. За счет введения структурного 
параметра модель позволяет описать локальные изгибы элементарных объемов среды. В целом 
она относится к классу моделей нелокального типа [17 – 21].  

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Форма ленточного целика позволяет провести анализ процессов его деформирования в дву-
мерной постановке в рамках гипотезы плоской деформации. Используем подход, представлен-
ный в работе [15]. Пусть дан дискретный набор из n упругих частиц, расположенных в узлах 
квадратной решетки (рис. 1). Поровое пространство между частицами не заполнено. В общем 
случае на контактах между частицами можно вводить проскальзывания, развивающиеся по 
законам пластичности, сухого или вязкого трения [16]. Будем рассматривать упругую версию 
модели и считать, что проскальзывания на контактах отсутствуют. Предположим также, что 
сосредоточенные моменты через контакты не передаются. Тогда для каждой частицы (с номе-
ром i) будет определено четыре вектора усилий t и четыре вектора смещений u в точках 
контакта частицы со своими соседями iiii DCBA ,,,  (рис. 1). Одному вектору соответствуют две 
скалярные компоненты.  

 
Рис. 1. Внутренняя структура среды: схема взаиморасположения контактов между частицами 

Рассмотрим вопрос об уравнениях. Для каждой из n частиц выполняются три уравнения 
равновесия (два уравнения на вектор сил и одно на момент сил). На каждом из граничных 
контактов должно быть задано два условия (либо на усилия, либо на смещения, либо на их 
комбинацию). Основной вопрос — об определяющих уравнениях. Четырем точкам iiii DCBA ,,,  
отвечают четыре вектора смещений — восемь степеней свободы. В определяющие уравнения 
могут входить только такие их комбинации, которые не зависят от трансляции и вращения 
частицы как жесткого целого, значит три степени свободы надо исключить. Следовательно, 
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должно быть пять инвариантных комбинаций перемещений. Для усилий также имеем восемь 
степеней свободы. Условия равновесия исключают три степени свободы, значит, остается тоже 
пять. Таким образом, определяющие уравнения должны связывать пять инвариантных 
комбинаций перемещений с пятью силовыми характеристиками. С другой стороны, для 
классического упругого тела таких уравнений всего три. Это значит, что в классической теории 
есть предположения, которые равносильны двум уравнениям, причем таким же по значимости, 
как и уравнения, фигурирующие в законе Гука.  

Выберем пять инвариантных комбинаций перемещений, которые могут фигурировать в 
определяющих уравнениях. Число вариантов такого выбора неограниченно. Остановимся на 
варианте, наиболее близком к линейной упругости: 
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где Е, ν  — упругие модуль Юнга и коэффициент Пуассона; r — линейный размер частицы 
(радиус); ξ  — структурный параметр, его размерность 2 /r E . Уравнения (1) — это дискретный 
аналог закона Гука. Уравнения (2) в классической теории явно не формулируются. Вместо них 
подразумевается выполнение постулата о диффеоморфизме [22], т. е. предполагается, что все 
функции являются достаточно гладкими. Это означает, что локально (в пределах элементар-
ного объема) любую функцию можно представить как линейную, например, 2121111 xaxau += , 

2221122 xaxau += , где 2211,...,aa  — const. Подстановка этого представления в (2) с необходи-
мостью влечет 0=ξ . Верно и обратное. Следовательно, уравнения (2) “спрятаны” в постулате 
о диффеоморфизме. В случае 0≠ξ  получаем линейную теорию упругости со структурным 
параметром, при этом соотношения (2) описывают локальные изгибы. 

Система уравнений равновесия имеет вид 
11 11 21 21 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0i i i i it A t C t B t D X O− + − + = , 

12 12 22 22 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,i i i i it A t C t B t D X O− + − + =      1, ,i N=  (3) 

12 12 21 21( ) ( ) ( ) ( ) 0i i i it A t C t B t D+ − − = , 
здесь 21, XX  — массовые силы, действующие в центре частицы. Первые два уравнения 
представляют собой равенство нулю главного вектора сил, последнее — равенство нулю 
главного момента сил.  

Условия межзеренного взаимодействия при отсутствии проскальзывания примут вид: 
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здесь j — номер частицы, расположенной справа от i частицы, k — номер частицы, располо-
женной сверху над i  частицей, в узлах квадратной решетки (рис. 1). 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

Рассмотрим постановку краевой задачи о деформировании целика с учетом влияния окру-
жающего массива. Предположим, что в начальный момент времени массив находится в усло-
виях гравитационного и тектонического сжатия. Начальные напряжения примем в виде линей-
ной зависимости от веса вышележащих слоев массива 

 0 0 0 0
22 2 11 22 12( ), , 0t H х t t tγ λ= − − = = , (5) 

здесь верхний индекс указывает на то, что напряжения относятся к начальному моменту 
времени; γ — удельный вес; λ — коэффициент бокового распора пород; H — расстояние от 
свободной поверхности (глубина ведения очистных работ). 

Теперь в изначально нетронутом массиве мысленно проведем контуры выработанного 
пространства и очертим целик. Расчетная область целика и части окружающего его массива 
показаны на рис. 2. Здесь h, d — соответственно высота и ширина целика; a, b, c — линейные 
размеры окружающего массива.  

 
Рис. 2. Постановка задачи о деформировании целика с учетом окружающего породного массива 

Начальное напряженное состояние (5) удовлетворяет уравнениям равновесия. После про-
хождения выработок и формирования целика его боковые поверхности, а также кровля и почва 
выработанного пространства разгружаются (нормальная и касательная компоненты напряже-
ний ,n tσ σ  на указанных границах становятся равными нулю):  

 
2 2

0, 0n tσ σ
Γ Γ
= = , (6) 

что приводит к перераспределению напряжений в целике и окружающем массиве.  
Решение задачи будем искать в виде суммы начального напряженного состояния (5), учи-

тывающего вес вышележащих пород, и дополнительного приращения напряжений, получен-
ного как решение задачи (1) – (4) при отсутствии массовых сил с краевыми условиями вида 
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0 0

0, 0,
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Δ = Δ =

Δ = − Δ = −
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Первое условие (7) означает, что граница 1Γ  находится сравнительно далеко от зоны влияния 
целика и не деформируется (нормальная и касательная компоненты вектора смещения ,n tu uΔ Δ  
не получают приращения). Второе условие на боковых поверхностях целика в кровле и почве 
выработки означает, что здесь заданы растягивающие нормальные и касательные напряжения, 
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равные по абсолютной величине тем, которые соответствуют начальным напряжениям (5). 
После решения задачи с краевыми условиями (7) и нахождения приращений Δtij во всех точках 
расчетной области окончательное решение задачи представляется в виде суммы 

 0
ij ij ijt t t= + Δ . (8) 

Решение (8) обеспечивает выполнение краевых условий (6) на боковых поверхностях целика, 
в кровле и почве выработанного пространства.  

Уравнения (1) – (4) представляют собой замкнутую систему алгебраических уравнений. Ее 
решение будем осуществлять численно методом Гаусса. Выберем следующие безразмерные 
параметры задачи (все величины размерности длины отнесем к величине h, а все величины 
размерности  напряжений — к величине γH) 

 32 10 , 0.25, 1, 2, 0.05, 0.4, 1E h d a b c r Hν λ γ= ⋅ = = = = = = = = =  (9) 
и выполним расчеты. Сначала положим 0=ξ , т. е. рассмотрим случай классической линейной 
теории упругости. Проведем расчеты и итоговые напряжения (в соответствие с (8)) представим 
в виде изолиний величин вертикальной компоненты тензора напряжений 22t  и максимального 

касательного напряжения 2 2
max 11 22 120.5 ( ) 4t t tτ = − +  (рис. 3). Здесь структура среды не прояв-

ляется, локальные изгибы отсутствуют. Наибольшая концентрация напряжений как вертикаль-
ной составляющей 22t  (рис. 3а), так и максимального касательного напряжения maxτ  (рис. 3б) 
наблюдается в естественных концентраторах напряжений — угловых точках целика.  

 
Рис. 3. Изолинии напряжений при 0ξ = : а — напряжение 22t ; б — напряжение maxτ  

Теперь будем последовательно увеличивать значение структурного параметра. Это приво-
дит к заметному перераспределению напряжений в целике и ближней зоне окружающего 
массива. Напряжения 22t  и maxτ  с ростом структурного параметра ξ  концентрируется в после-
довательно увеличивающихся зонах целика и окружающего массива, распространяющихся пре-
имущественно в вертикальном направлении. При этом максимальная концентрация напряже-
ний снижается. На рис. 4 показаны изолинии напряжений при 210ξ −= , в таблице — последова-
тельное снижение maxτ  по мере увеличения структурного параметра. Дальнейшее увеличение ξ  
уже не оказывает заметного влияния на максимальную концентрацию напряжений в иссле-
дуемой области. 

Зависимость максимальной концентрации τmax от значения структурного параметра 

ξ 0 10–6 10–5 10–4 10–3 10–2 10–1 
τmax 1.84 1.81 1.76 1.59 1.35 1.04 0.95 
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Рис. 4. Изолинии напряжений при 210ξ −= : а — напряжение 22t ; б — напряжение maxτ  

ВЫВОДЫ 

Учет локальных изгибов существенно меняет распределение напряжений в породном мас-
сиве, окружающем целик, по сравнению с классическим упругим распределением. Увеличение 
роли локальной неоднородности среды (локальных изгибов) приводит к тому, что зона влияния 
повышенной концентрации напряжений расширяется, при этом величина максимальной кон-
центрации напряжений в деформируемой среде снижается. 
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